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Die Lisung des quantenmechanischen Zwei-Elektronenproblems
durch unmittelbare Bestimmung
der natiirlichen Einelektronenfunktionen

I. Theorie
Von

WERNER KUTZELNIGG

Die Konvergenzschwierigkeiten bei der Methode der Konfigurationswechselwirkung lassen
sich {iberwinden, wenn man als Basis die von LowbIn definierten natiirlichen Einelektronen-
funktionen (NO) verwendet. Diese lassen sich im Zweielektronenfall verhiltnismiBig einfach
als Losungen eines Systems von Integrodifferentialgleichungen iterativ berechnen, wobei das
anschauliche Hartree-Fock-Schema als erste Ndherung dient. Eine Diskussion der Entartung
der Dichtematrix 1. Ordnung und der Symmetrieeigenschaften der NO legt verschiedene
Ansiitze und entsprechend verschiedene Gleichungssysteme fiir einen Singlett-Grundzustand,
einen nicht-symmetrischen Singlett- und einen Triplett-Zustand nahe.

The convergence difficulties in the method of configurational interaction can be overcome
by the use of LOwDIN’s natural orbitals (NO) as basis functions. In the two electron case
these can be determined rather easily as the solutions of a system of integro-differential
equations by an iteration method of which the conventional Hartree-Fock-Scheme is the first
approximation. The discussion of the degeneracy of the first order density matrix and the
symmetry properties of the NO suggests different forms of the natural expansion as well as
different systems of equations for a ground state, a non symmetrical singlet and a triplet
state,

Les difficultés de convergence rencontrées dans la méthode d’interaction de configurations
peuvent étre surmontées si I'on se sert des orbitales naturelles, définies par LowpIn, comme
base. Dans le cas de deux électrons celles-ci peuvent &tre obtenues comme solutions d’un

7

systéme d’équations intégrodifférentielles. On résout ce systéme d’une maniére assez simple
par un procédé itératif dont la méthode de Hartree-Fock est la premiére approximation. Une
discussion de la dégénérescence de la matrice densité du premier ordre nous méne & utiliser
des dévéloppements différents pour I'état fondamental, Détat singlet non-symétrique et
Pétat triplet.

Einleitung

Das quantenmechanische Mehrteilchenproblem ist in mathematisch geschlos-
sener Form nicht 16sbar. Unter den auf dem Variationsprinzip basierenden Me-
thoden, die im Prinzip eine beliebig genaue Losung der Schrodingergleichung ge-
statten, zeichnet sich die sog. Konfigurationswechselwirkung durch formale Ein-
fachheit und universelle Anwendbarkeit ans. Voraussetzung fiir ihre erfolgreiche
Anwendung ist allerdings eine giinstige Wahl der Basis von Einelektronenfunk-
tionen. Andernfalls treten zu hochgradige Sikulargleichungen auf, und die Kon-
vergenz gegen die exakte Funktion wird zu schlecht.

Die optimale Basis fiir ein bestimmtes Problem stellen die von Léwpix [23]
definierten natiirlichen Einelektronenfunktionen dar. Diese lassen sich — jeden-
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falls fiir Zweielektronensysteme — in einfacher Weise unmittelbar, d.h. ohne vor-
herige Kenntnis der gesuchten Mehrelektronenfunktion, berechnen. Bei dem Ver-
fahren, das wir vorschlagen, und dessen Erweiterung auf Mehrelektronensysteme
keine grundsétzlichen Schwierigkeiten zu bereiten scheint, wird die Zweielek-
tronenfunktion in sukzessiver Naherung aufgebaut, wobei das anschauliche Modell
der unabhéngigen Teilchen (das Hartree-Fock-Schema) die erste Niherung dar-
stellt.

Die Methode der Konfigurationswechselwirkung

Im Zweiclektronenfall ist (in der nichtrelativistischen Naherung, auf die wir
uns grundsétzlich beschranken wollen) die Trennung von Orts- und Spinvariablen
immer moglich. Sei ¥ eine Orts-Spin-Funktion, @ eine reine Orts- und ¢ eine reine
Spinfunktion, so gilt:

Y (1,2)=92 (1,2)- ¢ (1,2). (1)

Fiir einen Singlett-Zustand ist @ symmetrisch in bezug auf die Vertauschung der
Elektronen, fir ein Triplett antisymmetrisch. @ ist Losung der Schridinger-
gleichung (2) oder (was gleichbedeutend ist) absolutes Minimum der Extremal-
forderung (3) mit der Nebenbedingung, dall @ normiert ist.

$(1,2)D (1,2) = ED (1,2) (2)
H(1.2)=H 1)+ H (2) + 1ry
(@, H D) = Min! 3)

Es sei @; ein (orthonormaler) Satz von spinfreien Einelektronenfunktionen,
dann 1486 sich @ entwickeln

D=2 091 (1) s (2). 4)
(2
Definiert man die Integrale

Hip= (@i, Hoyp)

(i 110) = [ % (1) 3 @) - (1) 0 2) iy iy ®)

so lassen sich die ¢;z aus der Sidkulargleichung (6) berechnen.
ZZ;,_ cij - [ij, k] = B + cia (6)
[4f, k] = Hyx, 651 + Hy 0 + (3% | 1) (7

Dieser klassische Ansatz konvergiert ¢.¢. nur schlecht, sofern die Basis ¢; nicht
bestimmten Forderungen geniigh. Fordert man, dafl (6) mit einer moglichst kleinen
Dimension eine mdoglichst gute Losung ergibt, so erhilt man als Bedingung, daf
die ¢; die von LowpIN [23] definierten natiirlichen Einelektronenfunktionen sind.

Anstatt eine kleine Dimension von (6) anzustreben, kann man auch dafiir
sorgen, daB diese Sakulargleichung so beschaffen ist, dafl man ihren niedrigsten
Eigenwert und den zugehérigen Eigenvektor in guter Naherung durch einen
Stérungsansatz berechnen kann, ohne (6) wirklich zu 1sen. Die Voraussetzung fiir
die Anwendung der Stérungsrechnung ist dann gegeben, wenn ¢, der Hartree-
Fock-Gleichung (8) geniigt.
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In diesem Fall liegt nimlich das Matrixelement [11,11] = Escr = Fgr so nahe
an E (der exakten nicht-relativistischen Energie), dem niedrigsten Eigenwert
von (6), wie das ein einzelnes Matrixelement {iberhaupt sein kann. Auflerdem ver-
schwinden alle Wechselwirkungsmatrixelemente zwischen der Grundkonfiguration
D = @, (1) ¢, (2) und sémtlichen ,einfach angeregten’ Funktionen ¢, (1) ¢; (2)
(Brillouinsches Theorem [4, 29, 31]).

Die Berticksichtigung der Elektronenkorrelation durch eine storungstheore-
tische Behandlung der Konfigurationswechselwirkung [43—47] ist deshalb so ver-
lockend, weil das anschauliche und vertraute Hartree-Fock Schema dabei als erste
Néherung dient. Nachteile sind, daf} der stérungstheoretische Formalismus keines-
wegs besonders einfach ist (Gleichungen (9—11), dabei ist w die Stérung erster
Ordnung der Funktion, AE die Korrelationsenergie [24]), und die Tatsache, daBl
die Stérungstheorie eben doch auf einer bestimmten Naherungsstufe halt macht.
Schliefilich gibt die Stérungsrechnung nicht ohne weiteres obere Grenzen fir die
Energie — im Gegensatz zu den Methoden, wo (6) wirklich gelost wird. Alle diese
Schwierigkeiten fallen allerdings weg, wenn man Stérungsrechnung und natiirliche
Entwicklung kombiniert.

T (1,2) = ryy — JE (1) — J1 (2) + (11 ] 1) 9)
(9 — Bscr)w = —MP (10)
AB = (0, MD) [ [1 + (@, 0)] ~ (@, RD). (11)

Die natiirlichen Einelektronenfunktionen

Es seien zundchst die spinfreien Dichtematrizen 2. und 1. Ordnung fiir ein
Zweiteilchensystem definiert. Wir schlieBen uns an die Nomenklatur und Nor-
mierung McWEENYs [28, 29] an, von der diejenigen anderer Autoren [7, 23] etwas
abweichen.

P, (1,2;1,2y=20 (1,2)P* (1, 2') (12)
P(11)=2 j@ (1,2) D% (1',2) dry = 2{;}6 i cxg @ (1) r (17). (13)

P, hat als Matrix im Hilbertraum die Elemente -
[Pilix =2 ; Cij €3 - (14)

Da [ P,] eine hermitische Matrix ist, 148t sie sich durch eine unitdre Transformation
der Basis (15) auf Diagonalgestalt (16) bringen.

K= AZ Usk ok (15)
Py=Xwp (1) 2% (1)
[Pilin = dikvi = 2 by . (16)
7

Dabei sind b;; die Koeffizienten von @ in der ,,natiirlichen Entwicklung® (17).
D = > bis i (1) x5 (2). (17)
B
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Nach LowpiN [23] bezeichnet man die y; als ,,natural orbitals (NO), wofiir die

deutsche Bezeichnung ,natiirlichen Einelektronenfunktionen* vorgeschlagen

wurde [34]. Die »; heiBlen die Besetzungszahlen (occupation numbers) der ent-

sprechenden y;. Es 148t sich zeigen [6, 23, 37], dal o< »< 2 fiir ein Singlett und

o< »< 1 fir ein Triplett gilt. Ferner ist > »; = 2.- Die NO sind nur dann ein-
(2

deutig definiert, wenn [ P;] nicht entartet ist. Diese Voraussetzung ist allerdings
in der Regel nicht erfiills.

Die Verwendung der NO in der Sékulargleichung (6) zur Lésung des quanten-
mechanischen Problems scheint zunédchst daran zu scheitern, daf} die y; a priori
nicht bekannt sind, sondern daf vielmehr zu ihrer Bestimmung gemiB (15), (16)
die Kenntnis von @, d. h. die Losung der Schrodingergleichung (2) bereits voraus-
gesetzt wird. Tatsdchlich wurden natiirliche Einelektronenfunktionen bisher auch
nur indirekt bestimmt, entweder anschlielend an eine herkémmliche (d. h. schlecht
konvergierende) Konfigurationswechselwirkung [41] oder ausgehend von auf
andere Weise gewonnenen Zweielektronenfunktionen [2, &, 39].

Die wnmittelbare Bestimmung der natiirlichen Einelektronenfunktionen

Es liegt nahe und es wurde schon verschiedentlich vorgeschlagen [16—18, 23],
die optimalen Basisfunktionen dadurch zu bestimmen, dafi man das Energie-
integral (3) nicht nur nach den Koeffizienten ¢;;, sondern auch nach den Funk-
tionen ¢; minimisiert. Da die Variation der ¢; nicht unabhingig von derjenigen
der ¢y ist (vgl. [42]), ist dieses Verfahren nur unter bestimmten Zusatzvoraus-
setzungen zuldssig. Beziiglich der Variation der ¢; wollen wir zwei Fille unter-
scheiden:

Im ersten Fall lassen wir nur solche Variationen der ¢; zu, bei denen der
Unterraum des Hilbertraums, den die ¢; aufspannen, invariant bleibt. Invariant
ist dieser bekanntlich gegeniiber jeder unitdren Transformation der Basis. Be-
handeln wir unser Problem in Matrixdarstellung mit einer festen Ausgangsbasis,
so liegt immer dieser Fall vor. Insbhesondere gilt das auch fiir den Grenzfall einer
vollstandigen Basis. Das absolute Minimum der Energie wird bereits durch blofe
Variation der ¢y erreicht. Durch zusétzliche Variation der g; 1Bt es sich nicht
mehr verbessern. Es gibt bei dieser Betrachtungsweise keinen ausgezeichneten
Satz von Basisfunktionen. Man kann indessen sehr wohl nach den ¢;; und den ¢;
gleichzeitig minimisieren, wenn man der Tatsache, daBl diese Variationen nicht
unabhingig voneinander sind, Rechnung trigt, indem man etwa gewisse Rela-
tionen zwischen den ¢; und den ¢4, und zwar genau so viele, dafl die Ubervoll-
standigkeit der Variationsparameter beseitigt wird, als Nebenbedingungen, ver-
sehen mit Lagrange-Multiplikatoren hinzufiigt. Als solche Zusatzbedingung bietet
sich die Forderung an, dal} die Dichtematrix 1. Ordnung Diagonalgestalt haben
soll, d. h. daB (16) gilt. Bei Beriicksichtigung dieser Zusatzbedingung werden die
Variationen der g; und der ¢i; wieder unabhingig voneinander.

Im zweiten Fall sei die Basis endlich gedacht, und es werden beliebige Varia-
tionen der ¢; zugelassen. Offenbar kann man dann durch Variation der ¢; den
Unterraum des Hilbertraums, den diese aufspannen, variieren und damit das
Energieminimum verbessern [23]. Man erhdlt die sog. , erweiterten Hartree-Fock-
Gleichungen‘ [23, 16—18, 42]. Allerdings ist auch hier zu bedenken, daB die
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Varjationen der ¢; und der ¢;; nicht unabhéngig voneinander sind, denn fiir be-
stimmte Variationen bleibt der Unterraum des Hilbertraums und damit auch das
Energieminimum automatisch invariant, so dafl man auch hier Nebenbedingungen,
etwa (16) hinzufiigen muf. Das kann dann unterbleiben, wenn bei einer Entwick-
lung mit nur wenigen Konfigurationen die ¢;; durch Symmetrieforderungen bereits
eindeutig bestimmt sind, so dall man nach ihnen gar nicht variiert, oder wenn der
Ansatz (17) notwendig die Diagonalgestalt von P; bedingt. Fiir den allgemeinen
Fall sind jedenfalls die Lowdinschen Gleichungen [23] unvollstindig, weil bei
deren Ableitung zwar die Diagonalgestalt von P; explizit beriicksichtigt, aber die
Variation von P, zu Unrecht als von den iibrigen Variationen unabhangig ange-
sehen wurde.

Die obigen Uberlegungen gelten im Prinzip fiir den allgemeinen Fall der
n-Elektronensysteme. Bei Zweielektronensystemen bietet sich noch ein einfacherer
Weg an. Betrachten wir als Beispiel einen Singlettzustand. Eine feste Basis von
orthonormalen Einelektronenfunktionen ¢; (¢ = 1, ... N) sei gegeben. Eine be-
liebige andere Einelektronenfunktion vy = Z @i @ ist durch N-Koeffizienten af

bestimmt, sofern man die Normierung von ¢z — wie tiblich — als Nebenbedingung
beriicksichtigt. Die Funktion @ ist gemél (4) durch N2-Koeffizienten c;; bestimmt,
von denen wegen ¢y = ¢y nur M = N (N + 1)/2 unabhéngig sind, sofern man
wieder die Normierung von @ als Nebenbedingung ansieht. Die natiirlichen Ein-
elektronenfunktionen y; sind durch die unitire Matrix U;; gemdl (15) bestimmt,
diese hat M' = N (N — 1)/2 unabhéngige Elemente. Variiert man also die Basis-
funktionen ¢;, so verbleiben noch M — M’ = N unabhéingige Variationsparameter.
Von den M-Koeffizienten ¢;; daxrf man also nur N-Koeffizienten variieren oder
man mul M — N = M’ weitere Nebenbedingungen hinzufiigen, d. h. z. B. die
M'-Gleichungen (16). In der natiirlichen Entwicklung (17) dixfen nur N-Koeffi-
zienten voneinander unabhéngig sein. Gelingt es, (17) so zu formulieren, daB iiber-
haupt nur N-Koeffizienten auftreten, so ist das Problem praktisch gelést, denn
dann kann man nach den c¢;; und den ¢; unabhéngig minimisieren, ohne sich um
Nebenbedingungen zu kiimmern. Eine solche Formulierung ist aber immer
moglich.
Die natirliche Entwicklung einer Zweielektronenfunlktion

Bezeichnen wir die Matrix der Koeffizienten b;; in (17) als B, so ist B eine
normale Matrix, denn nach (16) ist

BBt =BT B=[P,]]. (18)

B wird also durch eine unitére Transformation auf Diagonalgestalt gebracht, und

zwar durch die gleiche wie B, die Eigenwerte ui von Bund u; von B *+ sind paar-
weise konjugiert kormplex und stehen mit Diagonalelementen »; von P, im Zu-
sammenhang

e Yk = v (19)
Man erkennt leicht, daff B und [P,] vertauschbar sind, denn
[P,1B=BB" B= B[P, (20)

Nach einem bekannten Satz der Matrizenrechnung ist eine Matrix B nur dann mit
einer Diagonalmatrix D vertauschbar, wenn B derartig faktorisiert ist, daB By
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nur dann von o verschieden ist, wenn Dy = Dj;. Die Matrix Ay = by/N; mit
Ny =| W[ ist in der gleichen Weise faktorisiert wie by (wegen N; = N;) und
unitar

Aij A;:; = (1/N¢ Nk) 55]9 Vi = 6”5 (21)
Die natiirliche Entwicklung muB} also notwendigerweise die Gestalt haben:

Ps ZAM@ 25 (2)- (22)

l 1=
Dabei ist K der Entartungsgrad (die Multiplizitdt) des Eigenwertes vy von Py,
A% eine unitire Matrix der Dimension K, y¥ und y¥ sind NO mit der gleichen
Besetzungszahl — nur solche , mischen miteinander®. Die Funktionen @; und @y
sind normiert und ,,stark orthogonal”“ zueinander, d. h. bereits die Integration

iber die Koordinaten eines Elektrons j@i Dy, dr, ergibt null.

Wenn P, nicht entartet ist, so wird aus (22) die bereits von SHULL und
Lowpix [41] angegebene Entwicklung

D (1,2) = ;Nkllc (1) 2z (2). (23)

Ist P, entartet — und das ist in der Regel der Fall — so ist die Form (23) zwar
hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung fiir die Diagonalgestalt von P;.

Sieht man von einer zufélligen Entartung ab, so beruht die Entartung von P; auf ge-
wissen Symmetrieforderungen, denen @ geniigen mull — einerseits der Symmetrie, bzw. Anti-
symmetrie in bezug auf die Vertauschung der Elektronen, andererseits der Forderung, dall @
sich wie eine irreduzible Darstellung der Symmetriegruppe des Systems transformieren soll,
bzw. Eigenfunktion der mit dem Hamiltonoperator vertauschbaren Operatoren des Dreh-
impulses sein soll. Wir wollen abgekiirzt davon sprechen, dafl @ reine Symmetriefunktion sein
soll. Es liegt nahe, die durch die Entartung bedingte Mehrdeutigkeit der NO (dhnlich wie das
in der Hartree-Fockschen Theorie iiblich ist) [35] — soweit das mit ihrer Definition vereinbar
ist — durch die Forderung zu beseitigen, dafl auch die NO reine Symmetriefunktionen sein
sollen. In einigen wichtigen Fallen gelingt es tatstichlich, in dieser Weise die Definition der NO
zu verschiirfen. Das soll im nichsten Abschnitt gezeigt werden. Eine genauere Diskussion des
Problems soll an anderer Stelle versffentlicht werden.

Anstelle der natiirlichen Entwicklung (22) empfiehlt sich eine abgewandelte
Formulierung dann, wenn die Funktion @ reell ist. Das ist sicher der Fall, wenn @
nicht entartet ist, denn mit @ ist immer auch @* Losung der Schrédingergleichung
zur gleichen Energie. Wenn @ reell ist, so kann man leicht zeigen (24), (25), daB
zu y; auch ¥ ein NOist, und zwar mit der gleichen Besetzungszahl. Wenn y;
komplex ist, ist »; zweifach entartet.

§%mmm@ Z%miMﬂm (24)
”ZL bi}' b;:j x () xk (1) = Z; blrj%z Zv x4 (1
=;mﬁ (1) (). (25)

Man kann dann statt (17) auch schreiben

D= iZjdw xi (D) x5 (2). (26)



Zwei-Elektronenproblem. I 333

Man sieht leicht, daB d;; hermitisch (fiir ein Singlett), bzw. antihermitisch (fiir ein
Triplett) ist und infolgedessen reelle, bzw. rein imaginétre Eigenwerte hat.

Zdwli Z djo g (1) o5 2) = 2 dfif (1) 3 (2) = & Zdﬂyj i (1) (27)
dyj ist in der glelchen Weise faktorisiert Wie by;. Die @y, in (22) werden damit zu
K
D= X 1Dk z (W) 2) (28)
1, ]=

wobei D jetzt sowohl hermitisch (bzw. antihermitisch) und unitér ist und deshalb
die Eigenwerte + 1 (bzw. + ¢) hat. Wenn keine weiteren Ursachen fiir eine Ent-
artung von P; vorhanden sind, erhdlt man fir die natiirliche Entwicklung:

D (1,2)= Z ¢y (4 %@ Z eyl (1) i (2). (29)

2

Hierbei sind alle Koeffizienten ¢; reell.

Symmetrie-Ligenschaften der natiirlichen Einelektronenfunktionen
und Entartung der Dichtematriz 1. Ordnung

Die Funktion @ (1, 2) muB sich wie eine irreduzible Darstellung der Symmetrie-
gruppe transformieren. Es sei zunéchst angenommen, dafl diese nicht entartet sei,
bzw. wir beschrinken uns auf eine nicht entartete Untergruppe und wihlen @ so,
daB es irreduzible Darstellung dieser Untergruppe ist. Auf jeden Fall ist dann @
eindimensionale Darstellung, d. h. wenn R ein beliebiger Symmetrieoperator der
Gruppe ist, so gilt

R(12)P(12)=RLR2)D(12)=AD(1,2). (30)

Die Basisfunktionen in der Entwicklung (4) seien so gewahlt, da8 sie (eindimen-
sionale) irreduzible Darstellungen der gleichen Gruppe sind.

R ()i (1)=Agi (1) (31)

2 (A= dg) cij i (1) @ (2) = 0 (32)
(2

Dann ergibt sich:

d. h. nur solche ¢y sind von 0 verschieden, fir die 4; 4; = A. Fir P, folgt daraus:
[Pl] - 6 }4 },]c Z Cz] cl? (33)

Die Dichtematrix ist also nach Symmetrlerassen faktorisiert und die NO lassen
sich gicher so wihlen, daB sie ,,reine Symmetrie-Funktionen® sind.

Um die Entartung von P, und ihre Konsequenzen zu erkennen, betrachten
wir drei verschiedene Félle.

1. Ein Singlett-Grundzustand (D ist reell). Es tritt nur die im vorigen Abschnitt
besprochene Entartung auf und die natirliche Entwicklung hat die Gestalt (28).
Beschrénkt man sich in (28) auf den ersten Term (mit reellem ), so ist das die
klassische Formulierung eines Singlett-Grundzustandes im Rahmen des Modells
der unabhéngigen Teilchen.

2. @ sei ein Singlett, aber nicht totalsymmetrisch, sondern in bezug auf eine
zweizdhlige Symmetrieoperation antisymmetrisch. Dann miissen y; und y; in (17)

Theoret. chim. Acta (Berl.), Bd. 1 23
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verschiedenen Symmetrierassen angehéren (ein NO symmetrisch, das andere anti-
symmetrisch). Alle Diagonalelemente &y; verschwinden. Zu y; ist auch — pu; Eigen-
wert, wegen (19) ist deshalb jedes v; zweifach entartet. Beriicksichtigt man dies,
sowie die Symmetrie by; = by;, so vereinfacht sich (22) zu

D (1,2) = X ci[ws (1) w5 (2) + ve (1) w (2)], (34)

wobei die Gesamtheit der 4; und v; die NO darstellen, reine Symmetriefunktionen
sind und wobei kein u; gleich einem vy ist.

Beschrinkung auf den Term mit ¢ = 1 ergibt wieder den klassischen Ausdruck
fiir einen angeregten Singlettzustand mit anderer Symmetrie als der Grundzustand.
Es sei erwihnt, dal die Formulierung (34) fiir einen angeregten Singlettzustand
mit gleicher Symmetrie wie der Grundzustand nicht gilt, weil in diesem Fall die
Dichtematrix 1. Ordnung nicht entartet ist. Hier muf3 man also auf die Form (29)
zuriickgreifen und insbesondere darauf achten, dal die Funktion @ zu derjenigen
des Grundzustandes orthogonal ist. (Zu den dabei auftretenden Komplikationen
vgl. [27, 38, 44].)

3. Ein Triplettzustand. Da by; = —by;, ist notwendigerweise by = 0. Das fiihrt
in analoger Weise wie soeben zu zweifacher Entartung jeden Eigenwerts von P,
(vgl. auch [7]) und zu einer Form der natiirlichen Entwicklung, wie sie bereits
von LOwpIN und SHULL [25] in etwas anderer Weise abgeleitet wurde.

D (1,2) = ; o [us (1) v (2) — v (1) u; (2)]. (35)

Der Fall einer nicht-entarteten Symmetriegruppe ist zwar besonders tibersichtlich,
praktisch wichtiger, jedenfalls fiir Zweielektronensysteme, sind allerdings einer-
seits Rotationssymmetrie, andererseits spharische Symmetrie.

Im ersteren Fall wihlen wir sowohl @ als die ¢; so, dafl sie Kigenfunktionen
des Drehimpulsoperators M, sind, wobei wir deren komplexe Form wihlen. Da
M, (1,2) =M, (1) + M, (2), ergibt sich durch einfache Argumentation, dal
cij = 0, sofern nicht m; + m; = M und daBl P, so faktorisiert ist, dal m; = my.
Die NO sind also immer so wéhlbar, dafl sie Eigenfunktionen von M, sind.

Weniger einfach ist der Fall sphirischer Symmetrie. ¢; habe die Quanten-
zahlen n;, I;, m;. Damit @ Eigenfunktion von L? und M, mit den Quantenzahlen [
und m ist, miissen die ¢;; in (4) die Form (36) haben, wobei die Klammerausdriicke
die Vektor-Kupplungs- oder Clebsch-Gordon-Koeffizienten bedeuten (vgl. [9]) und
die Koeffizienten @ von m; und m; unabhéngig sind.

07;]' = ani nj 1l (lz mg lj my { lz lj Z?’ﬂ) . (36)
Daraus folgt fiir die Dichtematrix:
[P)ix = 6 (my, my) Zl Cngnjlil a’zkﬂjlk 5 (lymylymy ] Ll Im) (Iymg Limy I lel;lm).
nils (37)
Dabei ist m = m; + m;. P, ist in bezug auf m; faktorisiert, nicht ohne weiteres
aber in bezug auf [;.

Ein wichtiger Sonderfall ist jedoch derjenige mit I = 0, wozu i.a. auch der
Grundzustand gehort. Dann ist nimlich wegen der Dreiecksungleichung zwischen
l;, ; und [ (vgl. [9]) notwendigerweise [; = I;, auBerdem m = 0 und damit m; = —my,
und die Clebsch-Gordon-Koeffizienten vereinfachen sich zu:

_ 38
(e g —m |1 1400) = (—A)e-me - 20+ 1) s )
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Das ergibt fiir P, sowie di; gemidh (26):
[Pilix = 2L+ 1)L Z Dps i 1 1 ° a;fk nililj" 0 (L, ly) - O (my, my) (39)
nj
1
diy = (—L)ke - ag; il l;* @l + 1) 2 -6 (L, Ij) - 6 (my, my) . (40)
Dabei bedienten wir uns der Beziehung [3, 9]
wzi tme = (—1)™ - @, 1 —m; - (41)
In (39) und (40) tritt m; auf der rechten Seite nicht mehr auf. Diejenigen NO, die
sich nur in ihrem m; unterscheiden, haben die gleiche Besetzungszahl »; sowie
den gleichen Koeffizienten ¢; in der Entwicklung (29). (Bei Verwendung von (23)
statt (29) wirde das Vorzeichen der Koeffizienten mit m; oszillieren.)
Die natiirliche Entwicklung nimmt also die Form (42) an, wenn man der
Einfachheit halber jetzt m, #» und [ statt m;, n; und I; setzt.

1!

D= Dem 2y (1) 1F ) = Dent - fu (ry) fua (r2) X Y7" Dy 1) Y7 (9, ) . (42)
n.l m n,1 m=—1

Unter Anwendung des Additionstheorems fiir die Kugelfunktionen 148t sich (42)

auf die Form (43) bringen, wobei ¢, den Winkel zwischen den Radiusvektoren

der beiden Elektronen darstellen.

D =D g, (r, ry) « Py(cosdy). (43)

Y sind hierbei die Kugelfunktionen und Py die Laguerreschen Polynome. Jede
Funktion von ry, 7, und &,, oder auch von 7y, 7, und r;, 1486 sich gemall (43)
entwickeln [17, 12, 26]. Damit ist der Zusammenhang zwischen natiirlicher Ent-
wicklung und klassischen Funktionen fiir den Grundzustand des Heliumatoms
und isoelektronischer Lonen [15, 20, 33] hergestellt.

Die Integro-Differentialgleichungen fiir die natiirlichen Einelektronenfunktionen und
thre Losung fiir einen Singleft-Grundzustand

Berechnen wir mit der Funktion (29) die Energie (44), fiigen die Normierungs-
bedingungen (45) und (46) multipliziert mit den Lagrange-Multiplikatoren p bzw.
Jax hinzo und suchen wir die Bedingungen dafiir, dafl die Variation der Energie
verschwindet, so erhalten wir in herkémmlicher Weise (vgl. etwa [35]) das Glei-
chungssystem (48), (49). Auller bereits definierten Abkiirzungen benutzen wir
dabei noch den Roothaanschen Austaunschoperator [35] Kt (47).

E=273 0t Hy+ Y oo (ki | ik) (44)
Cyeem (45)

(26 73) = 015 (46)

Kig)= [ nh o @ne @ (47)
200 His - 3. i (ik ki) = p- i (48)

23*
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2 Hyi + D cion K¥ oy = D Ak yne - (49)
k k

Durch multiplizieren von (48) mit ¢; und summieren iiber ¢ erkennt man, dafl y
die Bedeutung der Gesamtenergie £ hat. (48) ist die Formulierung der Kon-
figurationswechselwirkung mit natiirlichen Funktionen, wihrend (49) so etwas wie
einen effektiven Einelektronenoperator fiir die NO darstellt, in Analogie zum be-
kannten Hartree-Fock-Operator [13, 35]. Wihrend man sich bei letzterem der
Nichtdiagonal-Lagrange-Multiplikatoren durch eine unitidre Transformation ent-
ledigen kann, sind die Voraussetzungen fiir die Zuldssigkeit dieser Transformation
hier nicht erfiillt. Immerhin ist die Matrix der 4;; nach Symmetrierassen, bzw.
Eigenfunktionen der Drehimpulsoperatoren faktorisiert, da derartige Funktionen
automatisch orthogonal sind und die entsprechenden ;5 sich deshalb eriibrigen.
Im Prinzip kann man alle 4;z (¢ + %) eliminieren, wenn man fiir die Orthogonalitit
der Losungen durch die Einfiihrung von Pseudooperatoren [36] sorgt, oder indem
man die Orthogonalitidt in anderer Weise gewihrleistet, wie wir das weiter unten
erldutern werden.

Das lineare Gleichungssystem (48) ist nur schwach gekoppelt, denn die Nicht-
diagonalelemente sind als Austauschintegrale gréBenordnungsméflig sicher viel
Kleiner als die Diagonalelemente (50), die ja Erwartungswerte von Funktionen
des Typs y: (1) : (2) darstellen. Die Eigenwerte uy sind also von den Eigen-
werten ;- (50) nicht sehr verschieden (sofern die Ej nicht entartet sind), und

By = 2 Hig + (ii | i6) (50)
insbesondere liegt der niedrigste Eigenwert y,== E in der Néhe des niedrigsten
Diagonalelementes £, (dieses ist sicher nicht entartet, jedenfalls fiir einen Singlett-
Grundzustand), der Energie der Grundkonfiguration y, (1) x; (2). In der natiir-
lichen Entwicklung tragen auBer der Grundkonfiguration nur zweifach angeregte
Konfigurationen bei. In der klassischen storungstheoretischen Behandlung mit der
SCF-Funktion als erster Naherung tragen einfach angeregte Konfigurationen
niherungsweise nichts bei (s. weiter oben). Die geringe Kopplung des Glei-
chungssystems (48) legt auch hier eine stérungstheoretische Behandlung nahe. In
erster Naherung ist die Energie des Grundzustandes durch (51) und in zweiter
durch (52), (53) gegeben.

E=§E, (51)
B =B, + Yny (1 | k1) (52)
k
ng = (1k | k1) | (B — Ex) ~ (1k | K1) | (B, — By). (53)

Der Strich am Summenzeichen soll immer bedeuten, dafl der Summierungsindex
von 1 verschieden ist.

Die durch (53) definierten n; sind Naherungen fiir die ¢; in (28). Sicher ist E; > F. Setzt
man jetzt voraus, daB die Austauschintegrale (17/¢1) positiv sind (was i.a. der Fall ist, zu-
mindest fiir Atome, wenn man die konsequente Definition der Kugelfunktionen [3,9] benutzt),
so sind alle 1 — bis auf n, — negativ. Die vx = ¢z? ~ n:? definieren zusammen mit den y, die
Dichtematrix 1. Ordnung P;. Diese beschreibt bekanntlich das System noch nicht vollsténdig,
im Gegensatz zu @, das gemiB (28) durch die ¢z und die y bestimmt ist. Die in @, verglichen
mit P, zusitelich enthaltene Information sind die Vorzeichen der cx. Kennt man diese— etwa
auf Grund der obigen Uberlegungen— so reicht zusiitzlich dazu bereits die Dichtematrix
1. Ordnung aus, um ein Zweielektronensystem zu beschreiben.
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Minimisieren von (51) nach y; fihrt zur Hartree-Fock-Gleichung (8), 4, ist
also in erster Naherung gleich ¢gp. Substituiert man die ny gemél (53) in (52) und
minimisiert man nach den y, so erhdlt man, wenn man anschlieBend die ny der
Ubersichtlichkeit wegen wieder einfithrt, das Gleichungssystem (54), (55). Dieses
kann man auch unmittelbar aus (48), (49) erhalten, indem man die ¢z (K + 1) als
klein gegen 1 ansieht und cp = ny setzt. Dabei ist daran zu erinnern, daff [35]
Ky = Jby, ist.

(H A+ I+ 3 g KB) g = Aoy g + 3 Jak 2 (54)
k k

(g (H + K8+ KW = Ayya+ 3 Mawyn, 0 £1). (85)
k(F1)

Das stark besetzte NO y, kann man — jedenfalls zundchst — nicht aus (54) be-
stimmen, weil dazu die Kenntnis der anderen y; bereits vorausgesetzt wird.
Deshalb verwenden wir das aus (8) berechnete ppr als Niherung fir y; und
konstruieren damit den in (55) erforderlichen Operator K zur Bestimmung der y;.

Da wir die NO letztlich durch eine Minimumsforderung an die Energie be-
stimmen, erhalten wir besonders gute Ndherungen fir diejenigen NO, die viel zur
Energie beitragen und nur schlechte Niherungen fiir diejenigen, die praktisch
ohne EinfluB auf die Energie sind. Den numerisch berechneten NO mit sehr
kleinen Besetzungszahlen kann deshalb nicht allzuviel Bedeutung zugemessen
werden, selbst wenn sie indirekt aus besonders guten Variationsfunktionen abge-
leitet wurden.

Die abnehmende Bedeutung der NO mit steigendem Index berechtigt uns nun
aber zu einem sehr einfachen Verfahren, der Orthogonalitédt der NO Rechnung zu
tragen und uns der Nichtdiagonal-Lagrange-Multiplikatoren zu entledigen. Wir
bestimmen némlich y, frei von jeder Orthogonalititsforderung, verlangen von y,,
indem wir es aus (55), aber mit A;; = 0 (i 4 k) bestimmen, daB es orthogonal zu
dem bereits bekannten y, ist, u. s. f.

Zur Losung von (55) bedarf man noch einer Anfangsnaherung fiir die #;, da
zu deren Bestimmung nach (53) die Kenntnis der y; schon vorausgesetzt wird.
Da die n; sehr klein sind, setzten wir sie zunichst gleich null, berechnen damit
aus (55) ein y;, hieraus ein neues n;, u.s.f. Die ,,Selbst-Konsistenz‘ ist nach wenigen
Iterationen erreicht.

Aus den so berechneten y; und n; 18t sich nach (52) eine Naherung fiir die
Energie berechnen. Diese stellt allerdings keine obere Grenze fiir die tatsichliche
Energie dar, weil wir zur Ableitung von (52) den Boden des Variationsprinzips
verlassen haben. Es empfiehlt sich deshalb, mit den angeniherten y; in die exakte
Sakulargleichung (48) einzugehen - deren Losung wegen jhrer kleinen Dimension
keinerlei Schwierigkeiten macht —, um die Energie £ = y und Koeffizienten ¢; zu
erhalten, die dem Varlatlonsprmmp gehorchen.

Das soeben skizzierte Verfahren bezeichnen wir als die zweite Naherung.
Es soll nicht néher ausgefithrt werden, daBi man (55) auch ausgehend von (10)
erhalten kann, wenn man fiir die Storfunktion o eine natiirliche Entwicklung
ansetzt und daB also ein enger Zusammenhang zwischen dieser Niherung und
dem herkémmlichen Stérungsansatz besteht.

In der dritten Néherung berechnen wir y, aus (54), d. h. wir tragen dem



338 WERNER KUTZELNIGG:

Korrelationspotential Rechnung (s. weiter unten), damit erhalten wir neue y; aus
(65) u.s.f. bis zur Selbstkonsistenz.

Mit den so erhaltenen y; kann man schlieBlich in das exakte System (48), (49)
eingehen und dieses bis zur ,,Selbstkonsistenz’‘ behandeln. Von besonderer prak-
tischer Bedeutung wird dieser letzte Schritt aber kaum sein, da zumindest fiir
Zweielektronensysteme lingst andere Verfahren [15, 20, 33] mit Erfolg zur ,,be-
liebig genauen’ numerischen Losung angewandt wurden. Der Vorteil der hier
vorgeschlagenen Methode besteht vielmehr darin, daB bereits einfache Naherungen
gute und sehr anschauliche Losungen geben.

Das Korrelationspotential und die Orbital- Niherung

Ein Zweielektronensystem werde exakt durch die Funktion @ (1,2) be-
schrieben. Sucht man diejenige Funktion mit der einfachen Form®' = v (1) - v (2),
die die geringste mittlere quadratische Abweichung von der exakten Funktion hat,

[ 1®—@ |2 dr, dry = Min (56)

so findet man nach Léwpixy und SmuLL [25], daB v gleich y,, dem ,stark be-
setzten’ VO ist. Dieses Kriterium fir die beste Funktion in der Orbital-Naherung
ist verschieden von demjenigen, das zur Bestimmung der SCF-Funktion @° =
prF (1) - por (2) dient, denn letztere ist durch die Forderung nach einem Energie-
minimum bestimmst. Der effektive Hamiltonoperator fiir y, unterscheidet sich von
demjenigen fiir gyr — wie man durch Vergleich von (8) und (48) sieht — um

den Term:

0 1) = (1e;) ;' cxK® (1), (6, ~1). (57)
Wir wollen C als das ,,Korrelationspotential”“ bezeichnen (vgl. dazu auch [43]).
Es stellt einen Einelektronenoperator dar und ist nicht mit dem durch (9) defi-
nierten ,Fluktuationspotential® zu verwechseln, das ein Zweielektronenope-
rator ist.

In bezug auf den SCF-Operator ist € nur als eine kleine Stérung anzusehen,
deshalb ist y, von ggr nicht sehr verschieden. Es sei auf ein numerisches Beispiel
am He-Atom aus dem zweiten Teil der Arbeit vorgegriffen, um den geringen
Unterschied zwischen y, und @gp anschaulich zu machen. Die primitivste Néahe-
rung fiir pgp besteht darin, daB man es als eine 1s-Slater-Funktion darstellt. Als
optimaler Orbital-Exponent ergibt sich bekanntlich « = 1.6875. Bei ndherungs-
weiser Beriicksichtigung des Korrelationspotentials erhdlt man « = 1.7005. Die
effektive Ladung ist etwas erhoht, weil bei Berticksichtigung der Korrelation die
Abschirmung der Kernladung durch das andere Elektron geringer ist als bei
einem statischen Modell. Wenn auch y; und ggr etwas verschieden sind, so er-
geben sie doch praktisch die gleiche Energie gemif (50). Im zitierten Beispiel ist
B, = 2.84765 berechnet mit pyr und E; = 2.84749 berechnet mit y,. SHULL und
LOowpin [28] erhielten mit einer sicher guten Naherung fir y; K, = 2.8615,
wiahrend Eyp — 2.8617 a.u. ist. Das Energieminimum ist in der Nihe von Epp
sehr flach. Im Gegensatz zur SCF-Funktion gilt fir y, (1) 4, (2) nicht der Virial-
satz, weil diese Funktion nicht durch eine Energie-Minimumsforderung bestimmt
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ist, trotzdem ist sie im Sinne des Kriteriums (56) eine bessere Naherung fiir @
als @°.

Die besondere Bedeutung des Korrelationspotentials liegt darin, dafl die Kor-
relationsenergie sich als Erwartungswert dieses Operators formulieren 1468t

Aus (48) folgt fiir die Korrelationsenergie, wenn man die Relation By = Egcr
als giltig ansieht:

AE =F — ESC’F = (1/61) Z’ Cr (1]6 ] ki) = (Xl, C%l) ~ (‘PHF: O(PHF) (58)
i

Der Erwartungswert von C ist gleich der Korrelationsenergie, wenn man an-
nimmt, daf der Operator nur auf eines der beiden Elektronen wirkt — andernfalls
wiirde man die doppelte Korrelationsenergie erhalten. Ein analoger Faktor 2 tritt
aber auch beim Coulomb-Operator J* auf, weil die Wirkung des einen Elektrons
auf das andere bereits die volle Coulomb-Wechselwirkung gibt, die man doppelt
zéhlt, wenn man den Erwartungswert wie fiir einen echten Einelektronenoperator
bestimmt.

Triplett-Zustinde und nicht-symmetrische Singlett-Zustinde

Wir gehen von den natiirlichen Entwicklungen (33) bzw. (34) aus. Diese unter-
scheiden sich nur in einem Vorzeichen, wir kénnen sie daher gemeinsam behandeln.
D (1.2) = X ¢ [wi (1) v (2) + v (1) wi (2)]

7 59
Z Ci CZ'* = 1/2 ( )

E=2%c¢e* (Hy+ Hy) + 2 > i o™ [(ug us | v vg) T (g ug | ug vg)] . (60)
7 ok
Dabei wurden folgende Abkiirzungen benutzt:
Hi = (wq, Hug), H, = (vi, Hvy) (61)
(acfbe) = j a* (1) b* (2) % ¢ (1) e (2)dr, dr,. (62)

Ferner definieren wir noch folgende Operatoren:

T ()= (@ ()2 F @) @) dr,

Krg (1) = j v (1) - of (2) @ (2) dr,

K¥ und J¥ analog (63)
Axg (1) = [up (1) 5 p* (2) e (2) dry
Brg (1) = [ v (1) 9" (2) e () dry (64)

Im Gegensatz zu den Operatoren J und K sind 4 und B nicht hermitisch, viel-
mehr gilt A+ = B*. Minimisieren der Energie unter Beriicksichtigung der Nor-
mierung (59) sowie der Orthonormalitdt der u;, v; fithrt in analoger Weise wie bei
den Singlett-Zustdnden zu folgendem Gleichungssystem:

¢ (H% + Hui) + Z cr [(u; ug [ vy vg) T (ug vg ] vy ug)] = Cith (65)
k
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cicf (H+J;+ Ki)ui + > cf cx (A% £ B¥)v; = Zﬂmuk—|— ngvk
k(Fi) (66)
(H+J”+K v,+Zc*ck Bk-!-Ak YUy = szkvk—{-nguk
k(%)
Im Falle eines nicht-symmetrischen Singletts (Vorzeichen +) sind die gz gleich
null, wenn man die NO so wilhlt, was grundsétzlich moglich ist, daB jedes u; einer
anderen Symmetrierasse angehért als sémtliche »;. Im Falle eines Tripletts (Vor-
zeichen —) ist die Funktion (58) und auch die linke Seite des Gleichungssystems
(66) invariant gegeniiber einer beliebigen Orthogonaltransformation eines Paares
4, v;. Man kann, sofern nicht g;; schon aus Symmetriegriinden verschwindet,
immer eine solche Transformation wihlen, die die gs; zum Verschwinden bringt.
Zur weiteren Diskussion der Gleichungen (65), (66) fithren wir die Abkiirzun-
gen ein:
B = Hfi -+ H;-’i + (ug w; ! v; v;) + (g v l Vg Us) (67)
1
Eig=2 * [(wgug | v o) + (w5 v | v up)] . ) (68)
In erster Niherung setzten wir [wegen der Normierung (59)] ¢, = 2 %,¢; =0 (i £1).
Dann vereinfacht sich (65), (66) zu (69), (70), was die Hartree-Focksche Naherung
eines angeregten Zustandes ist.
E=E, (69)
(H + J3 + K3) g =4y uy
(H4+J7+ KYyvy, =9, vy
Fiir die zweite Néherung ergibt sich in analoger Weise wie fiir den Singlett-
Grundzustand folgendes Gleichungssystem (71), (72). Die Voraussetzung ¢; < ¢;
(¢ + 1) ist hier noch mehr berechtigt, weil hier die Hartree-Focksche Néherung
schon wesentlich bessere Losungen liefert als fiir Grundzustdnde. Einen Anhalts-
punkt iiber die Gréfe der Besetzungszahlen kann man einer Arbeit von Luke
et al. [26] iiber den niedrigsten Triplett-Zustand des Lit+ entnehmen (vgl. auch
[251).

(70)

E=FB +2Y m B, (71)
k

g :Eu/(E"Ei)NEu/(El_Ei)
V2my (H + T2 + KD wy + (A £ BY vy = A wi (8 £1)

V2my (H+ J¢ + K)o+ (B + AY) uy = v v;.

Man bestimmt %, und v, aus (70) und die ibrigen u; und v; aus (72). (72) ist etwas
komplizierter als das entsprechende System (55), weil u; und 2; so miteinander
gekoppelt sind, daB keine der beiden Funktionen unabhingig von der anderen
bestimmt werden kann. Zur Lisung von (72) setzt man wieder zunéchst n; = 0.
Man sieht leicht, daB unter dieser Voraussetzung gilt:

v; = A, = (uy, [AL & BT w) {73)

(ug, [AL + B u;) = o, dt. mit v; statt u;.

Daraus folgt, daB jeder Eigenwert von (4! + B1)? zweifach entartet ist und daf
u; und v; orthogonale Linearkombinationen von Eigenfunktionen von (4 — B')

(72)
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mit zum gleichen Absolutbetrag gehérenden Eigenwert sind. Aus u; und v
kann man nach (71) einen Naherungswert fiir n; berechnen und so fort. Alles
weitere entspricht dem itber Grundzustinde gesagten.

Die Korrelationsenergie ist jetzt gegeben durch
AE = (1/61) ZI Cr [(u1 Ug ‘ vy U]c) + (ul Vi I Uy uk)] . (74)
2

Ein Korrelationspotential 148t sich hier nicht definieren, weil es weder mdglich ist,
die Korrelationsenergie als Erwartungswert eines Einelektronenoperators zu for-
mulieren, noch die Differenz zwischen der strengen Gleichung (66) fir «, (bzw. v,)
und der Hartree-Fock-Gleichung (70) sich als Korrelationspotential interpretieren
1a8t. Dieses hat offenbar nur einen Sinn fiir quasi-doppeltbesetzte Orbitale.

Erweiterung der Methode auf Mehrelektronensysteme

BEs bereitet keine grundsatzlichen Schwierigkeiten, die Forderung, daf die
Dichtematrix 1. Ordnung Diagonalgestalt haben soll — in entsprechender Weise,
wie wir das beim Zweielektronensystem durchgefithrt haben —, auch fiir ein
n-KElektronensystem in eine Forderung an die Koeffizienten der Entwicklung nach
Konfigurationen zu tibersetzen. Dazu kann man sich insbesondere des Theorems
bedienen [6, 7], dal die Dichtematrix 1. Ordunung die gleichen Eigenwerte wie
diejenige (n-1)ter Ordnung hat. Variieren der Energie nach den natiirlichen Ein-
elektronenfunktionen und den Koeffizienten der natiirlichen Entwicklung ergibt
dann Systeme von Integro-Differentialgleichungen fiir die NO und die Koeffi-
zienten dhnlich wie die in dieser Arbeit besprochenen. Als erste Ndherung wird
man wieder das Hartree-Focksche Schema benutzen und dann in iterativer Weise
vorgehen.

Vermutlich sind diese Gleichungen aber noch zu kompliziert, insbesondere weil
die Zahl der in der Entwicklung auftretenden Konfigurationen durch die Forde-
rung der Diagonalisierung von P; noch nicht geniigend eingeschrinkt wird. Die
Tatsache, daBl die natiirliche Entwicklung zumindest das Zweielektronenproblem
wesentlich vereinfacht, legt deshalb — zusammen mit der in letzter Zeit mehrfach
geduBerten Vermutung [1, 19, 43—46], daB die Korrelation im wesentlichen eine
Paar-Korrelation ist — folgendes Verfahren nahe. Man geht von der sog. Geminal-
Néherung aus, in der die gesuchte n-Elektronenfunktion als ein antisymmetri-
siertes Produkt von Zweielektronenfunktionen (Geminalen) dargestellt wird [14,
22, 10, 30, 32, 19] und entwickelt die Geminale nach ihren NO, wodurch man
wieder eine Einelektronentheorie erhilt und die bei dieser Methode bisher auf-
tretenden Schwierigkeiten der Integration tiber Paare von Geminalen wegfallen.

Der Verfasser dankt dem Deutschen Akademischen Austauschdienst dafiir, da ihm durch
die Gewdhrung eines Nato-Forschungsstipendiums diese Arbeit ermoglicht wurde.

Herr Dr. G. Berrerer hat durch mannigfaltige Anregungen sowie auch durch seine
Durchsicht des Manuskripts einen nicht zu unterschitzenden Anteil an dieser Arbeit.

Nicht zuletzt soll Prof. Dr. B. PurimMaN, dem Direktor des Laboratoire de Chimie Théori-
que, in dem die Arbeit ausgefiihrt wurde, dankend erwihnt werden.
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