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Die Konvergenzschwierigkeiten bei der Methode der Konfigurationsweehselwirkung lassen 
sich iiberwinden, wenn man als Basis die yon L6WDL< definierten natiirliehen Einelektronen- 
funktionen (NO) verwendet. Diese lassen sich im Zweielektronenfall verh~ltnismg~ig einfaeh 
als LSsungen eines Systems yon Integrodifferentialgleiehungen iterativ berechnen, wobei das 
anschauliche Hartree-Fock-Schema als erste I~herung dient. Eine Diskussion der Entartung 
der Dichtematrix t. O::dnung nnd der Symmetrieeigenschaften der NO legt verschiedene 
Ansgtze und entspreehend verschiedene Gleiehungssysteme ftir einen Singlett-Grundzustand, 
einen nicht-symmetrischen Sh~glett- and einen Triplett-Zustand nahe. 

The convergence difficulties in the method of eonfigurational interaction can be overcome 
by the use of L6wDI~'S natural orbitals (NO) as basis functions. In the two electron case 
these can be determin,3d rather easily as the solutions of a system of integro-differential 
equations by an iteration method of which the conventional Hartree-Fock-Scheme is the first 
approximation. The d~scussion of the degeneracy of the first order density matrix and the 
symmetry properties of the NO suggests different forms of the natural expansion as well as 
different systems of equations for a ground state, a non symmetrical singlet and a triplet 
state. 

Les difficult~s de convergence reneontr6es dans la m~thode d'interaction de configurations 
peuvent ~tre surmont~es si l'on se serf des orbitales naturelles, d6finies par LSw])I~, comme 
base. Dans le cas de deux 61ectrons celles-ci peuvent ~tre obtenues comme solutions d'un 
syst~me d'@quations int~grodiff~rentielles. On r~sout ee syst~me d'une mani~re assez simple 
par un proc6d~ it@ratif dont la m~thode de ttartree-Fock est l~ premiere approximation. Une 
discussion de la d~g~n6rescence de la mutriee densit6 du premier ordre nous m~ne & utfliser 
des d~v61oppements diff~rents pour l'@tat fondamental, l'6tat singlet non-sym6trique et 
l'Stat triplet. 

Einleitung 

D~s quantenmechanische  Mehrtei lchenproblem ist in  m~them~tisch geschlos- 
sener F o r m  nicht  lSsbar. Un te r  den auf  dem Variat ionsprinzip basierenden Me- 
thoden,  die im PrinTip eine beliebig genaue LSsung der SehrSdingergleichung ge- 
s ta t ten ,  zeichnet sieh die sog. Konfigurat ionswechsel~drkung durch forma]e Ein-  
fachheit  u n d  universelle Anwendbarke i t  aus. Voraussetzung ffir ihre erfolgreiehe 
Anwendung  ist ~llerdings eine gfinstige Wuhl  der Basis yon  Eine lek t ronenfunk-  
t ionen.  Andernfulls  ~reten zu hoehgradige S/~kulargleichungen auf, und  die Kon- 
vergenz gegen die exakte F u n k t i o n  w]rd zu sehleeht. 

Die opt imale Basis ffir ein bes t immtes  Problem stellen die yon  LSwDI~ [23] 
definierten nat i i r l ichen E ine lek t ronenfunk t ionen  dar. Diese lassen sich - -  jeden- 
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falls ffir Zweielektronensysteme - -  in einfacher Weise unmittelbar, d.h. ohne vor- 
herige Kenntnis der gesuchten Mehrelektronenfunktion, berechnen. Bei dem Ver- 
fahren, das wir vorschlagen, und dessen Erweiterung auf Mehrelektronensysteme 
keine grundsiitzlichen Schwierigkeiten zu bereiten scheint, wird die Zweielek- 
tronenfunktion in sukzessiver Niiherung aufgebaut, wobei das anschauliche Modell 
der unabhhngigen Teilchen (das Hartree-Fock-Schema) die erste 5[iiherung dar- 
stellt. 

Die Methode der Konfigurationswechselwirkung 

Im Zweielektronenfall ist (in der nichtrelativistischen N/iherung, auf die wir 
uns grunds~tzlich beschr~nken wollen) die Trennung yon Orts- und Spinvariablen 
immer mSglich. Sei ~P eine Orts-Spin-Funktion, q~ eine reine Orts- und ~ eine reine 
Spinfnnktion, so gilt: 

T (1,2) = ~ (1,2). ~ (12). (t) 

Fiir einen Singlett-Zustand ist q~ symmetrisch in bezug auf die Vertausehung der 
Elektronen, ffir ein Triplett  antisymmetriseh. ~ ist LSsung der SehrSdinger- 
gleiehung (2) oder (was gleiehbedeutend ist) absolutes Minimum der Extremal- 
forderung (3) mit der Nebenbedingung, dal] ~5 normiert ist. 

(1,2) ~ (1,2) = E ~ (t,2) (2) 
(1,2) = t /(~) + H (2) + t/r~ 

(~O, ~q~) = Min! (3) 

Es sei ~i ein (orthonorma]er) Satz yon spinfreien Einelektronenfunktionen, 
dann li~l~t sich ~b entwickeln 

= Z ~" ~ 0) ~ (2). (~) 

Definiert man die Integrale 

H ~  (?/, H ~ )  

(ik I jl) - ~ ~ (1) ~ (2) i ~  (1) ~ (2) dT1 d~, (5) 
r12 

so lassen sich die ci~ aus der Si~kulargleichung (6) berechnen. 

.~. ctj .  [i], lcl] = E .  c~z (6) 

[i], ~] ~ H~ ~j~ + Hj~ ~k + (~k ] jr). (7) 

Dieser klassische Ansatz konvergiert i.a. nur sehlecht, sofern die Basis ~i nicht 
bestimmten Fol'derungen geniigt. Fordert man, dal~ (6) mit einer mSglichst kleinen 
Dimension eine m6g]ichst gute LSsung ergibt, so erhi~lt man als Bedingung, daI~ 
die ~i die yon L(~WDIN [23] definierten natfirlichen Einelektronenfunktionen sind. 

Anstatt  eine kleine Dimension von (6) anzustreben, kann man auch daffir 
sorgen, dal~ diese S~kulargleichung so beschaffen ist, dal3 man ihren niedrigsten 
Eigenwert und den zugehSrigen Eigenvektor in guter N~herung durch einen 
StSrungsansatz bereehnen kann, ohne (6)wirklieh zu 15sen. Die Voraussetzung ffir 
die Anwendung der St6rungsrechnung ist dann gegeben, wenn ~ der ttartree- 
Fock-Gleiehung (8) genfigt. 
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(H § j1) ~1 = ~1 ~1 

J ~  (t) ~ 
i 

( 1 ) ~  ~ * (2)~1 (2) d~.  (8) 

In diesem Fall liegt n~mlich das Ma~rixelement [11,ti] ~_ Escy ~ EHF so nahe 
an E (der exakten nicht-relativistischen Energie), dem niedrigsten Eigenwert 
yon (6), wie das ein einzelnes Matrixelement iiberh~upt sein kann. Aul~erdem ver- 
schwinden alle Wechselwirkungsma~rixelemente zwischen der Grundkonfiguration 
~50 = ~ (t) ~0a (2) und s~mtlichen ,,einfach angeregten" Funktionen ~o~ (t) ~i (2) 
(Brillouinsches Theorem [5, 29, 31]). 

Die Berficksichtigung der Elektronenkorrelation durch eine st6rungstheore- 
tische Behandlung der Konfigurationswechselwirkung [43--47] ist deshalb so ver- 
lockend, weil das anschauliche und vertraute Itartree-Fock Schema dabei als erste 
Ni~herung dient. ~achteile sind, dul~ der stSrungstheoretische Formalismus keines- 
wegs besonders einfach ist (Gleichungen (9--t~),  d~bei ist ~o die StSrung erster 
0rdnung der Funktion, z1E die Korrelationsenergie [24]), und die Tatsache, d~l~ 
die StSrungstheorie eben doch ~uf einer bestimmten N~herungsstufe hal~ macht. 
Schliel~lich gibt die St6rungsrechnung nicht ohne weiteres obere Grenzen ffir die 
Energie - -  im Gegens~tz zu den Z~[ethoden, wo (6) wh'klich gelSst wird. Alle diese 
Schwierigkeiten falle:a a]lerdings weg, wenn man St6rungsrechnung und natiirliche 
Entwicklung kombiniert. 

~. (l,2) ~ t/ra~-- g~ (t) - -  J~ (2) + (~1 I 11) (9) 

(~ - -  E ~ c ~ )  o~ = - -  7 2 ~  (~0) 

~ = (~, ~ )  / [1 + (o~, ~)] ~ (~, ~ ) .  (1t) 

Die natiirlichen Einelektroneniunktionen 

Es seien zuni~chst die spinfreien Dichtematrizen 2. und i. 0rdnung ffir ein 
Zweiteilchensystem definiert. Wir schlieSen uns an die Nomenklatur und ~*or- 
mierung McWEE~Zs [28, 29] an, yon der diejenigen anderer Autoren [7, 23] etwas 
abweichen. 

P2 (1,2; 1', 2') = 2 ~  ( 1 , 2 ) r  (1', 2') (t2)  

Pi( l , i~ )=2 ffiS(i,2)qS*(i',2)dT2=2 ~. cijct#q;~(l) cflk(l~). (t3) 
i,], k 

P1 hat als 5~atrix im tIilbertraum die Elemente 

[Pl]~ = 2 ~ c~i ck*j. (14) 
Y 

Da [PI] eine hermitische Matrix ist, 1~I3~ sie sich durch eine unit~re Transformation 
der Basis (15) auf Di~gonalgestalt (16) bringen. 

X~ = F, Uik ~ (15) 
k 

P1 = ~ ~ z~ (1) z~ (1) 
i 

[PlJik = 5i~ vi = ~ bijb~j. (16) 

Dabei sind b~3" die Koeffizienten von q~ in der ,,natfirlichen Entwicklung" (17). 

= ~ b~j Z~ (1) ZJ (2). (t7)  
i j  
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Naeh LSwDIx [23] bezeiehnet man die Z/ als ,,natural orbitals" (NO), woffir die 
deutsche bezeichnung ,,natfirliehen Einelektronenfunktionen" vorgesehlagen 
wurde [34]. Die v~ heiBen die besetzungszahlen (occupation numbers) der ent- 
sprechenden Zi. Es 1/igt sieh zeigen [6, 23, 37], dab o_< vt< 2 fiir ein Singlett und 
o< vl_< I fiir ein Triplett gilt. t~erner ist ~ ui = 2.  Die .NO sind nur dann ein- 

deutig definiert, wenn [P1] nicht entartet  ist. Diese Voraussetzung ist allerdings 
in der Regel nicht erftillt. 

Die Verwendung der NO in der Sgkulargleiehung (6) zur LSsung des quanten- 
meehanisehen Problems seheint zun~chst daran zu seheitern, dab die Z~ a priori 
nieht bekannt sind, sondern dag vielmehr zu ihrer bestimmung gemgg (i5), (16) 
die Kenntnis yon ~b, d. h. die L6sung der SehrSdingergleichung (2) bereits voraus- 
gesetzt wird. Tatsgchlieh wurden natiirliche Einelektronenfunktionen bisher aueh 
nur indirekt bestimmt, entweder anschlieBend an eine herk6mm]iehe (d. h. schleeht 
konvergierende) Konfigurationsweehselwirkung [41] oder ausgehend yon auf 
andere Weise gewonnenen Zweielektronenfunktionen [2, 8, 39]. 

Die unmittelbare Bestimmung der nat~rlichen Einelektronen/unl~tionen 

Es liegt nahe und es wurde schon verschiedentlich vorgeschlagen [16--18, 23], 
die optimalen Basisfunktionen dadureh zu bestimmen, dab man das Energie- 
integral (3) nieht nur naeh den Koeffizienten ci3", sondern aueh naeh den Funk- 
tionen ~i minimisiert. Da die Variation der ~l nieht unabh~ngig yon derjenigen 
der c/j ist (vgl. [42]), ist dieses Verfahren nur unter bestimmten Zusatzvoraus- 
setzungen zul~ssig, bezfiglieh der Variation der Fi wollen wir zwei F~lle unter- 
scheiden : 

Im ersten Fall lassen wir nur solche Variationen der Fi zu, bei denen der 
Unterraum des ttflbertraums, den die Fi aufspannen, invariant bleibt. Invariant 
ist dieser bekanntlieh gegenfiber jeder nnit~ren Transformation der basis, be- 
handeln wir unser Problem in Matrixdarstellung mit einer festen Ausgangsbasis, 
so liegt immer dieser Fall vor. Insbesondere gilt das auch ffir den Grenzfall einer 
vollst~ndigen basis. Das absolute Minimum der Energie wird bereits dureh bloBe 
Variation der cij erreicht. Dureh zus~tzliehe Variation der ~/ I~IR es sich nieht 
mehr verbessern. Es gibt bei dieser betrachtungsweise keinen ausgezeiehneten 
Satz yon basisfunktionen. Man kann indessen sehr wohl naeh den ci3" und den ~ 
gleiehzeitig minimisieren, wenn man der Tatsaehe, dab diese Variationen nieht 
unabh~ngig voneinander sind, t~eehnung tr~gt, indem man etwa gewisse t~ela- 
tionen zwischen den ci3" und den ~/, und zwar genau so viele, dag die Ubervoll- 
st~ndigkeit der Variationsparameter beseitigt wird, als Nebenbedingungen, ver- 
sehen mit Lagrange-Multiplikatoren hinzuffigt. Als solehe Zusatzbedingung bietet 
sieh die Forderung an, dab die Diehtematrix i. Ordnung Diagonalgestalt haben 
soll, d. h. dal~ (16) gilt. Bei beriieksiehtigung dieser Zusatzbedingung werden die 
Variationen der ~ und der c~j' wieder unabhgngig voneinander. 

Im zweiten Tall sei die basis endlieh gedaeht, nnd es werden beliebige Varia- 
tionen der ~0l zugelassen. Offenbar kann man dann dureh Variation der ~i den 
Unterraum des I-Iilbertraums, den diese aufspannen, varfieren und damit das 
Energieminimum verbessern [23]. Man erh~lt die sog. ,,erweiterten tIartree-Fock- 
Gleiehungen" [93, 16--18, 42]. Allerdings ist aueh hier zu bedenken, dab die 
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Variationen der ~i und der c,j. nicht unabhgngig voneinander sind, denn ftir be- 
s t immte Variationen bleibt der Unterraum des Hilbertraums und damit auch dm~ 
Energieminimum automatiseh invariant,  so dab man auch hier Nebenbedingungen, 
etwa ($6) hinzufttgen mnB. Das kann dann unterbleiben, wenn bei einer Entwick- 
lung mit  nur wenigen Konfigurationen die cij dureh Symmetrieforderungen bereits 
eindeutig best immt sind, so dab man nach ihnen gar nieht variiert, oder wenn der 
Ansatz (i7) notwendig die Diagonalgestalt von P1 bedingt. Fiir den allgemeinen 
Fall sind ]edenfalls die LSwdinsehen Gleichungen [23] unvollst/indig, weft bei 
deren Ableitung zwar die Diagonalgestalt yon P1 explizit bertieksiehtigt, aber die 
Variation yon P2 zu Unrecht als yon den iibrigen Variationen nnabhangig ange- 
sehen wurde. 

Die obigen ~bertegungen gelten im Prinzip far  den allgemeinen Fall der 
n-Elektronensysteme. Bei Zweielektronensystemen bietet sich noch ein einfacherer 
Weg an. Betrachten wit als Beispiel einen Singlettzustand. Eine feste Basis yon 
orthonormalen Einelektronenfunktionen ~0i (i = i . . . .  iV) sei gegeben. Eine be- 
liebige andere Ninelektronenfunktion ~e = . % ~0~ ist dureh N-Koeffizienten % 

bestimmt, sofern man die Normierung yon ~0~; - -  wie fiblieh - -  als Nebenbedingung 
beriieksiehtigt. Die Funktion ~ ist gemgB (4) dutch N2-Koeffizienten ct3" bestimmt, 
yon denen wegen ctr = c3'~ nut  M = iV (N + t)/2 unabhgngig sind, sofern man 
wieder die Normierung yon q) als Nebenbedingung ansieht. Die natfirliehen Nin- 
elektronenfunktionen Z~ sind dureh die unitgre Matrix Ui~ gemgB (t5) bestimmt, 
diese hat M ~ = N ( iV--  1)/2 unabhgngige Elemente. Variiert man also die Basis- 
funktionen ~si, so verbleiben noeh M - -  M ~ = iV unabhgngige Variationsparameter. 
Von den M-Xoeffizienten cij darf  man also nur 2V-Koeffizienten variieren oder 
man mng M -  25 = M ~ weitere Nebenbedingungen hinzuffigen, d . h . z . B ,  die 
M~-Gleiehungen (t6). In  der natfirliehen Entwieklung (i7) diirfen nur N-Xoeffi- 
zienten voneinander unabhgngig sein. Geiingt es, (t7) so zu formulieren, dab fiber- 
haupt  nur ~r-Xoeffizienten auftreten, so ist das Problem praktiseh gel6st, denn 
dann kann man naeh den clj und den ~0~ unabhgngig minimisieren, ohne sieh um 
Nebenbedingungen zu kiimmern. Eine solehe Formuliernng ist aber immer 
mSglieh. 

Die natiirliche Entwiddung einer Zweielektronen/unlction 

Bezeiehnen wir die Matrix der Koeffizienten b~j in (17) als B, so ist B eine 
normale ~a t r ix ,  denn naeh (16) ist 

B B + = B + B = [P1]. (i8) 

B wird also dureh eine unitgre Transformation aufDiagonalgestalt  gebraeht, und 

zwar dureh die gleiehe wie B + , die Eigenwerte # i v o n  B und #~ yon B • stud" paar- 
weise konjugiert komplex und stehen mit Diagonalelementen ~l yon P1 im Zu- 
sammenhang 

~tti #* = vi. (19) 

Man erkennt leieht, dab B und [P1] vertauschbar sind, denn 

[Pl] B = B B q- B = B JR1]" (20) 

Naeh einem bekannten Satz der Matrizenreohnung ist eine Matrix B nur dann mit 
einer DiagonMmatrix D vertausehbar, wenn B derartig faktorisiert ist, dab B~j 
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nur  dann yon  o versehieden ist, wenn Dii = DZ. Die Matrix Aij = b@Ni  mit 

N1 = [ ~ [ [  ist in der gleiehen Weise faktorisiert wie bij (wegen 2V/= Nj) und 
uni tar  

Ai~ A *  - (I/N1 N~)  r)ik v1 r~i~. (2i) �9 k ] - -  = 

Die natfirliehe Entwieklung muB also notwendigerweise die Gestalt haben:  

r 0 , 2 ) -  F N~ ~ (1,2) 
k 

K 

~x 0,2) ~ ~ = Ai~" 2i (1) Z~ (2). (22) 
i , j = l  

Dabei ist K der En ta r tungsgrad  (die Multiplizitgt) des Eigenwertes v~ yon  P1, 
A. k. eine unitgre Matrix der Dimension K, Z~ und  Z~ sind N O  Init  der gleiehen 

Besetzungszah] - -  nur  solche ,,misehen miteinander".  Die Funkt ionen  ~bt und qSk 
sind normiert  und ,,stark or thogonal"  zueinander, d . h .  bereits die In tegra t ion 

fiber die Koordina ten  eines Elektrons ~ ~bi ~bk dr1 ergibt null. 

Wenn  P1 nieht entar te t  ist, so wird aus (22) die bereits yon SI~VLL und 
L6wI)IX [41] angegebene Entwieklung 

q) (1,2) = ~. N~ Z~ (1) Z~ (2). (23) 
k 

Is t  P1 en~artet - -  und  das ist in der l~egel der Fall  - -  so ist die Form (23) zwar 
hinreiehende, aber nieht notwendige Bedingung ffir die Diagonalgestalt  yon  P1. 

Sieht man yon einer zuf~lligen Entartung ab, so beruht die Entartung yon P1 auf ge- 
wissen Symmetrieforderungen, denen O geniigen mug - -  einerseits der Symmetrie, bzw. Anti- 
symmetrie in bezug auf die Vertauschung der Elektronen, andererseits der Forderung, dab 
sich wie eine irreduzible Darstellung der Symmetriegruppe des Systems transformieren soll, 
bzw. Eigenfunktion der mit dem Hamiltonoperator vertauschbaren Operatoren des Dreh- 
impulses sein soll. Wir wollen abgekiirzt davon sprechen, dab r reine Symmetriefunktion sein 
soll. Es liegt nahe, die durch die Entartung bedingte Mehrdeutigkeit der NO (ghnlieh wie das 
in der Hartree-Foeksehen Theorie iiblich ist) [35] - -  sowei~ das mit ihrer Definition vereinbar 
isg - -  dutch die Forderung zu beseitigen, dag auch die NO reine Symmetriefunktionen sein 
sollen. In einigen wiehtigen F~llen gelingt es tatsgehlieh, in dieser Weise die Definition der NO 
zu verseh~rfen. Das soll im n~ehsten Abschnitt gezeig~ werden. Eine genauere Diskussion des 
Problems soll an anderer Stelle ver6ffentlieht werden. 

Anstelle der natiirliehen Entwicklung (22) empfiehlt sich eine abgewandelte 
Formu]ierung dann, wenn die l~unktion ~b reell ist. Das ist sieher der Fall, wenn ~b 
nicht  entar te t  ist, denn mit  ~b ist immer auch ~b* L6sung der Sehr6dingergleiehung 
zur gleichen Energie. Wenn  q5 reell ist, so kann  man  ]eieht zeigen (24), (25), dab 
zu Z1 auch Z* ein N O  ist, und  zwar mit  der gleichen Besetzungszahl.  Wenn  Zl 
komplex ist, ist v1 zweffach entartet .  

2 blj Z1 (1) Z~ (2) = 2 bl; Z~ (l) Z~ (2) (24) 
~, ? Z, ] 

2 b~j b~*j z1 (1) z~- (t') = ,~,. b~ ~ z~ (1) z~ (1') = 2 ~ z~ (l) z* (1') 
i , ] , k  * k 

= ~ ~ z~ (i) 2i (f) .  (25) 
i 

Man kann  dann  start  (17) aueh sehreiben 

q5 = .2. dl~ Z1 (1) Z* (2). (26) 
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Man sieht leieht, dag dij hermitisch (fiir ein Singlett), bzw. antihermitiseh (fiir ein 
Triplett) ist und infolgedessen reelle, bzw. rein imagin/ire Eigenwerte hat. 

Z d~jz, O) z* (2) = 2.~j~z; (~)z~ (2) = v.d~Z* (i)Z~ (2) = + 2.g~Z* (2)Z~ (~) (27) 
~,~ ~,~ ~,~ ~.,? 

dii ist in der gleichen Weise faktorisiert wie bii. Die r in (22) werden damit zu 
K 

r = v D~ z~ (~) x~* (2) (28) 
�9 ~ ~ 
'&,] = I 

wobei D jetzt sowohl hermitiseh (bzw. antihermitiseh) mad unit/~r ist nnd deshalb 
die Eigenwerte • ~ (bzw. • i) hat. Wenn keine weiteren Ursaehen fiir eine Ent- 
artung yon P~ vorhanden sind, erMlt man ffir die natfirliche Entwieklung: 

r (~,2) = V ci )/~ (t) Z? (2) = ~ c~ Z~' (t) gi (2)�9 (29) 
i i 

Hierbei sind alle I(oeffizienten c~ reell. 

Symmetr ie -Eigenscha/ ten  der nat~rl ichen Einelek tronen]unkt ionen 
und  En tar tung  der Dichtematr ix  1. Ordnung 

Die Funktion r (1, 2) mug sieh wie eine irreduzible Darstellung der Symmetrie- 
gruppe transformieren. Es sei zun/~chst angenommen, dag diese nicht entartet sei, 
bzw. wir beschr/inken uns auf eine nicht entartete Untergruppe und w~hlen r so, 
dab es irreduzible Darstellung dieser Untergruppe ist. Auf jeden Fall ist dann r 
eindimensionale Darstellung, d. h. wenn/~ ein beliebiger Symmetrieo ~erator der 
Gruppe ist, so gilt 

R 0 , 2 ) r  (t,2) = R (1) R (2)r  (1,2) = A r  (1,2). (30) 

Die Basisfunktionen in der Entwieklung (4) seien so gewghlt, dab sie eindimen- 
sionale) irreduzible ])arstellungen der gleiehen Gruppe sin& 

2? (i) ~i (i) = ~ ~i (i). (31) 
Dann ergibt sich: 

_F. (A- -  ;~ ~j) c~j ~ (i) ~3 (2) = 0 (32) 

d. h. nur solehe c,j s:[nd yon 0 verschieden, fiir die 2, 2j = A. Ffir P1 folgt daraus : 

[P~] = (~ (2i, ;~k) " ~. cij c *~,i �9 (33) 
i 

Die Diehtematrix ist also nach Symmetrierassen faktorisiert und die N O  lassen 
sieh sieher so w/~h]en, dab sie ,,reine Symmetrie-Funktionen" sind. 

Urn die Entartung yon P1 und ihre Konsequenzen zu erkennen, beLrachten 
wir drei verschiedene F~lle. 

I. Ein Singlett-Grundzustand (r  ist reell). Es tri t t  nur die im vorigen Absehnitt 
besprochene Entartung auf und die natfirliehe Entwieklung hat die Gestalt (28). 
Besehr/~nkt man sich in (28) auf den ersten Term (mit reellem Z1), so ist das die 
klassisehe l%rmulierung eines Singlett-Grundzustandes im t~ahmen des Modells 
der unabh~ngigen Teilchen. 

2. r sei ein Singlett, aber nieht totalsymmetriseh, sondern in bezug auf eine 
zweizghfige Symmetrieoperation antisymmetrisch. Dann miissen 2i und ZJ in (17) 

TheoreL chim. Acta (Berl.), Bd. 1 23  
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versehiedenen Symmetrierassen angehSren (ein N O  symmetrisch, das andere anti- 
symmetrisch). Alle Diagonalelemente b~ versehwinden. Zu #~ ist auch - -  #i Eigen- 
wert, wegen (19) ist deshalb jedes ~ zweifaeh entartet.  Berficksichtigt man dies, 
sowie die Symmetrie bis = bsi, so vereinfacht sich (22) zu 

05 (1,2) = }~ ci [ui (l) vi (2) § vr (i) u~ (2)], (34) 
i 

wobei die Gesamtheit der ui und vi die N O  darstellen, reine Symmetriefunktionen 
sind und wobei kein ui gleich einem vk ist. 

Besehr~nkung auf den Term mit i = i ergibt wieder den klassisehen Ausdruek 
ffir einen angeregten Singlettzustand mit anderer Symmetrie als der Grundzustand. 
Es sei erwi~hnt, dal~ die Formulierung (34) ffir einen angeregten Singlettzustand 
mit gleicher Symmetrie wie der Grundzustand nicht gilt, weft in diesem Fall die 
Dichtematrix 1. Ordnung nieht entartet  ist. Hier muB man also auf die Form (29) 
zuriiekgreifen und insbesondere darauf achten, daB die Funktion 05 zu derjenigen 
des Grundzustandes orthogonal ist. (Zu den dabei auftretenden Komplikationen 
vgl. [27, 38, ~4].) 

3. Ein Triplettzustand. Da bcs = --bsi, ist notwendigerweise b~i = 0. Das fiihrt 
in analoger Weise wie soeben zu zweffaeher Entar tung jeden Eigenwerts yon P1 
(vgl. auch [7]) und zu einer Form der natfirliehen Entwieklung, wie sie bereits 
yon ~L6wDIN und SHULL [25] in etwas anderer Weise abgeleitet wurde. 

05 (1,2) = ~ ci [u, (i) vi (2) - -  vi (l) u, (2)]. (35) 

Der Fall einer nieht-entarteten Symmetriegruppe ist zwar besonders iibersichtlich, 
praktisch wichtiger, jedenfalls ffir Zweielektronensysteme, sind allerdings einer- 
seits l~otationssymmetrie, andererseits sphgrisehe Symmetrie. 

Im ersteren Fall w~hlen wir sowohl 05 als die ~, so, dab sie Eigenfunktionen 
des Drehimpulsoperators M z  sind, wobei wir deren komplexe Form w/ihlen. Da 
M z  (t,2) - M z  (i) + M z  (2), ergibt sieh dureh einfaehe Argumentation, dal~ 
c,s -~ o, sofern nieht mi + ms = M und dab P1 so faktorisiert ist, dab mi - m~. 
Die NO sind also immer so w~hlbar, dab sie Eigenfunktionen yon M z  sind. 

Weniger einfaeh ist der Fall sph~riseher Symmetrie. 9, habe die Quanten- 
zahlen n,, li, m,. Damit 05 Eigenfunktion yon L 2 und M z  mit den Quantenzahlen l 
und m ist, mfissen die c/s in (4) die Form (36) haben, wobei die Klammerausdrfieke 
die Vektor-Kupplungs- oder Clebseh-Gordon-Koeffizienten bedeuten (vgl. [9]) und 
die Koeffizienten a yon m, und mj unabhiingig sind. 

cis = an i nj li lj (l~ m~ 1 s mj  [ l~ l s l m ) .  (36) 

Daraus folg~ ffir die Dichtematrix: 

* - (I~ m~ ts ms ] z~ zs ~m) (l~ ~ i  zs ms [ l~ is l ~ ) .  
~.~ (37) 

Dabei ist m = me § ms. P~ ist in bezug auf m~ faktorisiert, nicht ohne weiteres 
aber in bezug auf l~. 

Ein wichtiger Sonderfall ist jedoeh derjenige mit 1 = 0, wozu i.a. auch der 
Grundzustand gehSrt. Dann ist ni~mlich wegen der Dreiecksungleichung zwisehen 
h,/3" und I (vgl. [9]) no~wendigerweise//= ls0 auBerdem m = 0 und damit mr  --ms, 
und die Clebsch-Gordon-Koeffizienten vereinfachen sich zu: 

(li mi l~ - -  mi [ l~ l~O0) = (__~)t,-m~. (2/~ + l ) - ~  
(38) 
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Das ergibt ffir P1 sowie do' gem~i~ (26): 

[P1]i~ = (21!~ + ~)-1. S ani nj li lj" a~ic nj zi li " (5 (li, 1]) . ~ (mi~ m~) (39) 
~j 

1 

dtj = ( - - i )  t~- ani nj zi ~j" (2/~ § i ) - T .  ~ (li, 13") �9 ~ (mi, 7y~). (40) 

Dabei bedienten wir uns der Beziehung [3, 9] 

�9 . (41) 9n~ l~ m,~ = ( - - t )  m~ �9 9n~ l~ -m~ 

In (39) und (40) t r i t t  m~ ~uf der rechten Seite nicht mehr auf. Diejenigen N0,  die 
sich nur in ihrem m/ unterscheiden, haben die gleiche Besetzungszahl v~ sowie 
den gleichen Koeffizienten c~ in der Entwicklung (29). (Bei Verwendung yon (23) 
start (29) wiirde das Vorzeichen der Koeffizienten mit m~ oszillieren.) 

Die natfirliche F, ntwicklung nimmt a]so die Form (42) an, wenn man der 
Einfachheit halber jetzt  m, n und I start m~, n~ und l~ setzt. 

+ l  

r = F e,, ?z i  (~) z~ (2) = ven~./n~ (~1)/,,~ (~e) ~ y~n (~:, ~ )  y ~ .  (,#~, ~ ) .  (42) 
n , l  m n , l  m = - - t  

Unter Anwendung des Additionstheorems ffir die Kugelfunktionen 1s sich (42) 
auf die Form (43) bringen, wobei ~ den Winkel zwischen den Radiusvektoren 
der beiden Elektronen darstellen. 

(0 = ~ el (r~, re). Pt (cos 41e)- (43) 
! 

Y sind hierbei die Kugelfunktionen und P~ die Laguerreschen Polynome. Jede 
Funktion von r~, r~ und Ole oder auch yon rl, r~ und rl2 last  sich gemaB (43) 
entwickeln [11, 12, 26]. Damit ist der Zusammenhang zwischen natfirlicher Ent- 
wicklung und klassischen FunkLionen ffir den Grundzustand des Heliumatoms 
und isoelektronischer Ionen [15, 20, 33] hergestellt. 

Die Integro-Di]]erentialgleichungen ]i~r die nati~rlichen Einelektronen]unktionen und 
ihre L6sung liar einen Singlett-Grundzustand 

Berechnen wir mit der Funktion (29) die Energie (44), ffigen die ~Tormierungs- 
bedingungen (45) und (46) multipliziert mit den Lagrange-Multiplikatoren # bzw. 
~i~ hinzu und suchen wir die Bedingungen daffir, dai~ die Variation der Energie 
verschwindet, so erhalten wit in herkSmm]icher Weise (vgl. etwa [35]) das Glei- 
chungssystem (48), (49). Aul~er bereits definierten Abkfirzungen benutzen wir 
dabei noch den l~oothaanschen Austauschoperator [35] Ki  (47). 

E = 2 S ~e H .  + F: ~ ~k (~  l i~) (44) 
i i ,  k 

~ ci ~ = t (45) 

(Zi, ZJ) = ~o" (46) 

K~ ~ (~) = z~ (l) z~ (2) ~ ~ (2) re (47) 

2c~ H ,  + F c~ (ik I hi) = # .  c~ (48) 
k 

23* 
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c~ ~ H Z / +  ~ c~ c~ K~ Zi = ~ ~ik ;/~. (49) 
k k 

Dureh multiplizieren von (48) mit  ci und summieren fiber i erkennt man, da~ # 
die Bedeutung der Gesamtenergie E hat. (48) ist die Formulierung der Kon- 
figurationswechselwirkung mit  natfirliehen Funktionen, whhrend (49) so etwas wie 
einen effektiven Einelektronenoperator ffir die NO darstellt, in Analogie zum be- 
kannten Hartree-Fock-Operator [13, 35]. W~hrend man sich bei letzterem der 
Nichtdiagonal-Lagrange-Multiplikatoren durch eine unitiire Transformation ent- 
ledigen kann, sind die Voraussetzungen ffir die Zul~ssigkeit dieser Transformation 
bier nicht erffillt. Immerhin  ist die Matrix der ~i~ nach Symmetrierassen, bzw. 
Eigenfunk~ionen der Drehimpulsoperatoren faktorisier~, da derartige Funktionen 
automatisch orthogon~l sind und die entsprechenden ~k  sich deshalb eriibrigen. 
I m  Prinzip kann man a]le ~ik (i ~= ]c) eliminieren, wenn man ffir die Orthogonalit~t 
der LSsungen durch die Einffihrung yon Pseudooperatoren [36] sorgt, oder indem 
man die Orthogonalit~t in anderer Weise gewiihrleistet, wie wir das welter unten 
erli~utern werden. 

Das lineare Gleichungssystem (48) ist nur schwaeh gekoppelt, denn die 5Iieht- 
diagonalelemente sind als Austauschintegrale grSBenordnungsms sicher viel 
kleiner als die Diagonalelemente (50), die ja Erwartungswerte yon Funktionen 
des Typs )/i ( t)Zi (2) darstellen. Die Eigenwerte #~ sind also yon den Eigen- 
werten Ei-(50) nicht sehr verschieden (sofern die Ek nieh~ entarte~ sind), und 

E~ = 2 H~ § (ii ] ii) (50) 

insbesondere liegt der niedrigste Eigenwert /~1-~- E in der Niihe des niedrigsten 
Diagonalelementes E i (dieses ist sicher nicht entartet,  jedenfalls ffir einen Singlett- 
Grundzustand), der Energie der Grundkonfiguration Zi (~)~1 (2). In  der natfir- 
lichen F~ntwicklung tragen auBer der Grundkonfiguration nur zweifach angeregte 
I(onfigurationen bei. In  der klassischen stSrungstheoretischen Behandlung mit  der 
SCF-Funk~ion als erster Ni~herung tragen einfach angeregte Konfigurationen 
n ~ h e r u n g s w e i s e  nichts bei (s. welter oben). Die geringe Kopplung des Glei- 
chungssystems (48) legt auch hier eine stSrungstheoretische Behandlung nahe. In  
erster Ns ist die Energie des Grundzustandes durch (51) und in zweiter 
durch (52), (53) gegeben. 

E = E 1 ( 5 i )  

k 

n~ = (l~ ] ]el) / (E - -  E~) ~-- (ilc t/el) / (E~ - -  Ek). (53) 

Der Strich am Summenzeichen soll immer bedeuten, dal~ der Summierungsindex 
yon I verschieden ist. 

Die durch (53) definierten n~ sind N~herungen ffir die c~ in (28). Sicher ist E~ ~ E. Setzt 
man jetzt voraus, daIl die Austauschintegrale (ii/ii) positiv sind (was i.a. der Fall ist, zu- 
mindest fiir Atome, wenn man die konsequente Definition der Kugelfunktionen [3,9] benutzt), 
so sind alle n~ - -  bis auf n~ ~ negativ. Die v~ = c~ ~ ~ n~ ~ definieren zusammen mit deng~r 
Dichtematrix I. Ordnung P~. Diese beschreibt bekanntlich das System noch nicht vollst~ndig, 
im Gegensatz zu +, das gem~6 (28) durch die c~ und die 7J: bestimmt ist. Die in +, verglichen 
mit/)1 zus~tzlich enthaltene Information sind die Vorzeichen der c~. Kennt man diese-- etwa 
auf Grund der obigen Uberlegungen--so reich~ zus~tzlich dazu bereits die Dichtematrix 
i. Ordnung aus, um ein Zweielektronensystem zu beschreiben. 
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Minimisieren von (51) naeh Z1 ffihrt zur ttartree-Fock-Gleichung (8), Z~ ist 
also in erster N~herung gMch ~VHF. SubstRuiert man die nk gem~B (53) in (52) und 
minimisiert man naeh den Z~, so erh~lt man, wenn man ansehlieBend die n~ der 
~bersichtliehkeit wegen wieder einfiihrt, das Gleiehungssystem (54), (55). Dieses 
kann man auch unmittelbar aus (48), (49) erhalten, indem man die ck (k 4 ~) als 
klein gegen I ansieht und c~ = nk setzt. Dabei ist daran zu erinnern, dab [35] 
K1 Z1 = j1 Z1 ist. 

(H § j1 § ~ n~ K ~) Z1 = ~1~ Z~ + ~ )~k Z~ (54) 
k k 

[~  (H + K~) + K~] ;/~ = )/~ 7~ + ~ ; / ~  Zk, (i 4 l ) .  (55) 
k(dl) 

Das stark besetzte 2V0 Z1 kann man - -  jedenfalls zuni~chst - -  nicht aus (54) be- 
stimmen, weft dazu die Kenntnis der anderen Z~ bereits vorausgesetzt wird. 
Deshalb verwenden wir das aus (8) berechnete ~HF als N~herung fiir Z1 nnd 
konstruieren damit  den in (55) erforderlichen Operator K 1 zur Bestimmung der Zi. 

D~ wir die NO letztlich dureh eine Minimumsforderung an die ]~nergie be- 
stimmen, erhaRen w~r besonders gute N/~herungen ffir diejenigen .NO, die viel zur 
Energie beRragen und nur schlechte N/~herungen fiir diejenigen, die praktisch 
ohne EinfluB auf die Energie sind. Den numeriseh bereehneten NO mit  sehr 
kleinen Besetzungszahlen kann deshalb nieht allzuviel Bedeutung zugemessen 
werden, selbst wenn sie indirekt aus besonders guten Variationsfunktionen abge- 
leitet wurden. 

Die abnehmende Bedeutung der NO mit steigendem Index bereehtigt uns nun 
aber zu einem sehr einfaehen Verfahren, der Orthogonalit~t der iVO Reehnung zu 
tragen und uns der Niehtdiagonal-Lagrange-Multiplikatoren zu entledigen. Wir 
bestimmen n/~mlich Z1 frei yon jeder Orthogonalit~tsforderung, verlangen yon Ze, 
indem wi res  aus (55), abet mit  ~i~ = 0 (i ~ k) bestimmen, dab es orthogonal zu 
dem bereits bekannten Z1 ist, u. s. f. 

Zur L6sung yon (55) bedarf man noeh einer Anfangsniiherung ffir die n~, da 
zu deren Bestimmung naeh (53) die Kenntnis der Z/ sehon vorausgesetzt wird. 
Da die ni sehr klein sind, setzten Mr  sie zun/ichst gleieh null, bereehnen dami~ 
aus (55) ein Z~, hieraus ein neues hi, u.s.f. Die ,,Selbst-Konsistenz" ist naeh wenigen 
I terat ionen erreicht. 

Aus den so bereehneten Zi und ni l~Bt sieh naeh (52) eine Ngherung ffir die 
Energie berechnen. Diese stellt allerdings keine obere Grenze ffir die tats/~ehliche 
Energie dar, well Mr  zur Ableitung yon (52) den Boden des Variationsprinzips 
verlassen haben. Es empfiehlt sieh deshalb, mit  den angeni~herten Zi in die exakte 
S~knlargMchung (48) einzugehen - -  deren L6sung wegen ihrer kleinen Dimension 
keinerlei Sehwierigkeiten macht  - - ,  um die Energie E -~ ,u nnd Koeffizienten ci zu 
erhalten, die dem Variationsprinzip gehorehen. 

Das soeben skizzierte Verfahren bezeiehnen wit als die z w e i t e  N g h e r u n g .  
Es soli nicht ns ausgefiihrt werden, dab man (55) aueh ausgehend yon (10) 
erhalten kann, wenn man ffir die St6rfunktion ~o eine natfirliche Entwieklung 
ansetzt nnd dab also ein enger Zusammenhang zwischen dieser Ngherung und 
dem herkSmmliehen St6rungsansatz besteht. 

In  der d r i t t e n  N ~ h e r u n g  bereehnen wir Z~ aus (54), d. h. wir tragen dem 
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Korrelationspotential Reehnung (s. weiter unten), damit  erhalten wir neue Zt aus 
(55) u.s.f, bis zur Selbstkonsistenz. 

Mit den so erhaltenen Zi kann man sehlieBlieh in das exakte System (48), (49) 
eingehen nnd dieses bis zur ,,Selbstkonsistenz" behandeln. Von besonderer prak- 
tiseher Bedeutung wird dieser letzte Sehritt aber kaum sein, da zumindest fiir 
Zweielektronensysteme 1/~ngst andere Verfahren [15, 20, 33] mit Erfolg zur ,,be- 
liebig genauen" numerischen LSsung angewandt wurden. Der Vorteil der hier 
vorgesehlagenen Methode besteht vielmehr darin, dab bereits einfaehe Naherungen 
gute und sehr ansehauliehe LSsungen geben. 

Das Korrelationspotential und die Orbital-Niiherung 

Ein Zweielektronensystem werde exakt dutch die Funktion r (1,2) be- 
sehrieben. Sncht man diejenige Funktion mit der einfachen ~ o r m ~ '  = F (t) �9 F (2), 
die die geringste mittlere qnadratische Abweiehung yon der exakten Funktion hat, 

f [  - -  I dTidT2 = (56) 2 Min 

so finder man nach L6WDIX und SI~ULL [25], dab ~fl gleich )/1, dem ,,stark be- 
setzten" NO ist. Dieses Kriterium ffir die beste Funktion in der Orbital-N~hcrung 
ist verschieden yon demjenigen, das zur Bestimmung der SCF-Funktion q5 ~ = 
~HF (i) �9 ~HF (2) client, denn letztere ist durch die Forderung nach einem Energie- 
minimum bestimmt. Der effektive Hamiltonoperator  ffir Z1 unterscheidet sich yon 
demjenigen ffir ~HF - -  wie man durch Vergleieh yon (8) und (48) sieht - -  um 
den Term : 

C (l) = (i/c1) ~ '  c~K ~ (i), (c 1N l ) .  (57) 
k 

Wit wollen C als das , ,Korrelationspotential" bezeiehnen (vgl. dazu aueh [43]). 
Es stellt einen Einelektronenoperator dar und ist nicht mit  dem dutch (9) deft- 
nierten ,,Fluktua~ionspotential" zu verwechse]n, das ein Zweielektronenope- 
rator  ist. 

In  bezug auf den SCF-Operator ist C nut  als eine kleine St6rung anzusehen, 
deshalb ist Z~ yon ~HF nieht sehr versehieden. Es sei auf ein numerisehes Beispiel 
a m  He-Atom aus dem zweiten Tell der Arbeit vorgegriffen, um den geringen 
Unterschied zwischen Z1 und FHF ansehaulich zu machen. Die primitivste N~he- 
rung ffir ~HF besteht darin, dab man es als eine is-Slater-Funktion darstellt. Als 
optimaler Orbital-Exponent ergibt sieh bekanntlich cr = i.6875. Bei niiherungs- 
weiser Beriieksiehtigung des Korrelationspotentials erh~lt man ~ = i.7005. Die 
effektive Ladung ist etwas erh5ht, well bei Beriieksiehtigung der Korrelation die 
Absehirmung der Kernladung durch das andere Elektron geringer ist als bei 
einem statischen Modell. Wenn auch Z1 und ~0HF etwas versehieden sind, so er- 
geben sie doch praktisch die gleiehe Energie gem/~B (50). I m  zitierten Beispiel ist 
E 1 = 2.84765 berechnet mit  ~SHF und E 1 = 2.84749 berechnet mit  Zl. S~VzL und 
I~6WDIN [25] erhielten mit einer sieher guten Ngherung fiir Z1 E1 = 2.8615, 
wghrend EHF = 2.86i7 a.u. ist. Das Energieminimum ist in der Nghe y o n  EHF 
sehr flach. I m  Gegensatz zur SCF-Funktion gilt ffir Z~ (1) Z1 (2) nieht der Virial- 
satz, well diese Funktion nicht durch eine Energie-Minimumsforderung best immt 
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ist, trotzdem ist sie im Sinne des Kriteriums (56) eine bessere N~herung ftir r 
als ~b ~ 

Die besondere Bedeutung des Korrelationspotentials liegt darin, dub die Kor- 
relationsenergie sieh als Erwartungswert dieses Operators ~ormulieren l~gt. 

Aus (48) folgt ftir die Korrelationsenergie, wenn man die lgelation E~ = Ezc~ 
als giiltig ~nsieht : 

z~E = E - -  Esciv, = ( l / e l )  ~_~! c~g (llg ] ]~1) = (Zl, CZl )  ~ (q)HF, C~HF).  ( a s )  
k 

Der Erwartungswert yon C ist gleieh der Korrelationsenergie, wenn man an- 
nimmt, dub der Operator nut  auf eines der beiden Elektronen wirkt - -  andernfalls 
wiirde man die doppelte Korrelationsenergie erhalten. Ein analoger Faktor  2 t r i t t  
abet auch beim Coulomb-0perator J~ auf, well die Wirkung des einen Elektrons 
auf das andere bereil;s die volle Coulomb-Weehselwirkung gibt, die man doppelt 
z/~hlt, wenn man den Erwartungswert wie ftir einen eehten Einelektronenoperator 
bestimmt. 

Triplett-Zustiinde und nicht-symmetrische Singlett-Zustiinde 

Wir gehen yon den natiirlichen Entwicklungen (33) bzw. (34) aus. Diese unter- 
scheiden sich nut  in einem Vorzeichen, wir kSnnen sie daher gemeinsam behandeln. 

(L2) = F ct Jut (1) vt (2) + vt (1) u~ (2)] 
T (59) 

2 ct c~* = 1/2 
i 

E = 2 } ' c t c ~ *  ( it Ht~ ) §  }Tctc~*[(u~ut ]v~vt)_+ (vkut !ukv~)]. (60) 
i i,k 

Dabei wurden folgende Abkiirzungen benutzt : 

H:~ = (u~, Hut),  H~ = (vt, Hvi) (61) 

f 1 c (t) e (2) d~ 1 d~ 2. (62) (ac/be) = a* (t) b* (2) ~.~ 

Ferner definieren wir noeh folgende Operatoren: 

f 1 ,$ J~ ~ (t)  = ~ (1) ~ v~ (2) v~ (2) d~2 

r ~  ~ (1) = vt (1) ,.~ v ]  (2) ~ (2) gT~ 

K~ ~ nnd J~ analog (63) 

A k ~ ( l ) =  u k ( l ) ~  (2) v ~ ( 2 ) d ~  

B~q~ (1):-~ I ~ v~ (1) ~--q) * (2) u~ (2) dT 2 (64) 
�9 } ~'12 

Im Gegensatz zu de~l 0peratoren J nnd K sind A nnd B niehB hermitisch, viel- 
mehr gilt A + = B*. Minimisieren der Energie unter Bertieksiehtigung der Nor- 
mierung (59) sowie der Orthonormalits der ut, vi ffihrt in ana]oger Weise wie bei 
den Singlett-Zust/~nden zu folgendem Gleiehungssystem: 

~ \~ _ (65) 
k 
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c~ c* (H § J~i +- K~) u~ + ~. c~ cs (A s +_ B k) w~ = }~ ;tis Uk § ~ ~ s  vk 
1~(~i) ~ k (66) 

c~ c i* (H § J~ _+ K~) vt § ~. c* ck (B s _+ A s) u~ = }~ r~k vs § }~ Q~k us . 

Im Falle eines nicht-symmetrischen Singletts (Vorzeichen +)  sind die ~ts g]eich 
null, wenn man die NO so wi~hlt, was grundsi~tzlich mSglich ist, dal3 jedes ui einer 
anderen Symmetrierasse angehSrt als s~mtliche vt. Im l~a~le eines Tripletts (Vor- 
zeichen--) • die Funktion (58) und anch die linke Seite des Gleichungssystems 
(66) invariant gegenfiber einer beliebigen Orthogonaltransformation eines Paares 
ui, v~. Man kann, sofern nicht ~i  schon aus Symmetriegrfinden verschwindet, 
immer eine solche Transformation ws die die Qii zum Verschwinden bringt. 

Zur weiteren Disknssion der Gleichungen (65), (66) ffihren wir die Abkfirzum 
gen ein : 

Ei = H~5 + H~% + (u~ u~ ]~ v~) + (~ v~ i~ u~) (67) 
1 

E~s = 2 ~ [(u~ us I v~ vs) +_ (u~ vs l v~ us)] .  (68) 
1 

In erster Ns setztenwir [wegen derNormierung (59)] c I ~ 2 2, ci = o (i :~ l). 
/)ann vereinfacht sich (65), (66) zu (69), (70), was die ttartree-Focksche Ni~herung 
elnes angeregten Zustandes • 

E = E 1 (69) 

(H § J~ + K~) u 1 = ~1 Ul  (7o) 
(H § Ji' -+ K~) v~ = ~1 Vl" 

F fir die zweite N/~herung ergibt sich in analoger Weise wie fiir den Singlett- 
Grundzustand folgendes Gleichungssystem (7i), (72). Die Voranssetzung c~ ~ c~ 
(i =~ 1) • hier noch mehr berechtigt, well hier die Hartree-Foeksehe N~herung 
sehon wesent]ich bessere LSsungen Iiefert als ffir Grundzust/~nde. Einen Anhalts- 
pnnkt fiber die GrSBe der Besetzungszahlen kann man einer Arbeit yon LuKE 
e~ al. [26] fiber den niedrigsten Triplett-Znstand des Li  + entnehmen (vgl. auch 
[25]). 

E = E~ + 2 ~ '  ns E ~  (7~) 
k 

~2n~ ( H §  J~ + K~-)u~ + (A 1 • B ~) vi = ~ u i  (i ~ ~) 
(72) 

~2 n~ (H + J~ + K~) vt + (B~ +_ A ~) u~ = ~ vi.  

Man best• u 1 und v~ aus (70) und die fibrigen ui und v~ aus (72). (72) • etwas 
komplizierter als das entsprechende System (55), well u~ nnd v/ so miteinander 
gekoppelt sind, dal~ keine der be• Funktionen unabh~ngig yon der anderen 
best• werden kann. Zur LSsung yon (72) setzt man wieder zun~chsb n~ = 0. 
Man sieht leicht, dal~ unter dieser Vorausse~zung gilt: 

~ = ~i = (u,~, [A ~ + B ~] vt) (73) 

(u~, [A ~ + B ~] u~) = o, dr. mit v~ start u~. 

Daraus folgt, dab jeder Eigenwert yon (A ~ _+ B~) e zweifach entarte~ • und dab 
u~ und v~ orthogonale Linearkombinationen yon Eigenfunktionen yon (A ~ -  B ~) 
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mit  zum gleichen Absolutbetrag gehSrenden Eigenwert sind. Aus ui und vi 
kann man nach (7t) einen ~ h e r u n g s w e r t  ffir n~ berechnen und so fort. Alles 
weitere entsprieht dem fiber Grundzusti~nde gesagten. 

Die Korrelationsenergie ist jetzt gegeben durch 

~W = (i/e~) v '  c~ [(ul u~ I v~ v~) + (u~ v~ I v~ u~)]. (74) 
k 

Ein KorrelationspotentiM l~I~t sieh hier nieht definieren, weft es weder mSglich ist, 
die Korrelationsenergie als Erwartungswert  eines Einelektronenoperators zu for- 
mulieren, noeh die Differenz zwischen der strengen Gleiehung (66) ffir u~ (bzw. v~) 
und der Kartree-Foek-Gleiehung (70) sieh Ms KorrelationspotentiM interpretieren 
l~l~t. Dieses hat offenbar nur einen Sinn fiir quasi-doppeltbesetzte OrbitMe. 

Erweiterung der Methode au/ Mehrelektronensysteme 

Es bereitet keine grundsi~tzlichen Schwierigkeiten, die Forderung, dal~ die 
Dichtematrix t. Ordnung Diagonalgestalt haben soll - -  in entsprechender Weise, 
wie wir das beim Zweielektronensystem durchgeffihrt haben -- ,  auch ffir ein 
n-Elektronensystem in eine Forderung an die Koeffizienten der Entwicklung nach 
Konfigurationen zu fibersetzen. Dazu kann man sich insbesondere des Theorems 
bedienen [6, 7], da~ die Dichtematrix 1. Ordnung die gleichen Eigenwerte wie 
diejenige (n-i)ter Ordnung hat. Variieren der Energie naeh den natfirlichen Ein- 
elektronenfunktionen und den Koeffizienten der natfirlichen Entwicklung ergibt 
dann Systeme yon Integro-DifferentiMgleichungen ffir die NO und die Koeffi- 
zienten i~hnlich wie die in dieser Arbeit besprochenen. Als erste N~herung wird 
man wieder das tIartree-Focksche Schema benutzen und dann in iterativer Weise 
vorgehen. 

Vermutlich sind diese Gleichungen aber noeh zu kompliziert, insbesondere well 
die Zahl der in der Entwicklung auftretenden Konfigurationen durch die Forde- 
rung der Diagonalisierung yon P1 noch nicht genfigend eingeschr~nl(t wird. Die 
Tatsache, dal~ die natfirliche Entwieklung zumindest das Zweielektronenproblem 
wesentlich vereinfacht, ]egt deshMb - -  zusammen mit der in letzter Zeit mehrfach 
ge~ul~erten Vermutung [1, 19, 43--g6], dab die Korrelation im wesentlichen eine 
Paar-Korrelat ion ist - -  folgendes Verfahren nahe. Man geht yon der sog. Geminal- 
N~herung aus, in der die gesuchte n-Elektronenfunktion als ein antisymmetri-  
siertes Produkt  yon Zweielektronenfunktionen (Geminalen) dargestellt wird [14, 
22, 10, 30, 32, 19] und entwickelt die Geminale nach ihren NO, wodurch man 
wieder eine Einelektronentheorie erhi~lt und die bei dieser 5~ethode bisher auf- 
tretenden Schwierigkeiten der Integration fiber Paare yon GeminMen wegfallen. 

Der Verfasser dankt dem Deutschen Akademischen Austausehdienst daffir, d~B ihm durch 
die Gew~ihrung eines Nato-Forschungsstipendiums diese Arbeit erm5glicht wurde. 

Herr Dr. G. B~T~E~ hat durch mannigfMtige Anregungen sowie auch dureh seine 
Durchsicht des Manus!~:ripts einen nicht zu unterschi~tzenden Anteil an dieser Arbeit. 

Nichf~ zuletzt soll Prof. Dr. B. PVLL~AS, dem Direktor des Labor~toire de Chimie Th~ori- 
que, in dem die Arbeit ausgefiihr~ wurde, dankend erw~hnt werden. 
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